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SUR CERTAINES INEGALITES ENTRE LES 
INTEGRALES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 
AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE 


Par J. SZARSKI (Kraków) 


Introduction. Pour mettre en évidence le probléme que 
je vais traiter, considérons d’abord une équation différen- 
tielle ordinaire de la forme: 


(1) y= (a, y). 


Supposons l’unicité des solutions de l’équation (1). On en 
déduit immédiatement que pour deux intégrales quelconques 
g(x) et g(x) vérifiant en un point 2, l'inégalité: 


(2) Pı (Lo) > Pe(Lo) 
on à 
_ (3) Q(@) > Palt) 


partout où les deux intégrales existent. 

Partant de cette remarque ćvidente M. WAŻEWSKI a posé 
le problème, si un effet analogue ne se présente, sous certaines 
hypotheses, pour les intégrales d'une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre: 


OS en ieee oz 82 Wg 
(4) ei Le Yis ery CLL ALTE ab 


D’une facon-plus précise, il se pose la question de savoir 
sous quelles conditions relatives a la fonction f et a un en- 
semble E peut on affirmer que pour deux intégrales de l’équa- 
tion (4) (2,41, ---5Yn) et V(W,Y1,...Yn) définies dans l’ensemble £, 
l’inégalité: 

(5) U (Dos Yay + Yn) > V(LoyYry+++s Un) 
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entre les valeurs initiales pour un 2, entraîne Vinégalité: 
(6) UW CSU sYa) > UL Yi sY 


dans l’ensemble KE tout entier? 

Le but de ce travailet de montrer qu’en effet, sous certaines 
hypothèses, linégalité (5) entraîne Vinégalité (6) dans E tout 
entier et de généraliser les résultats obtenus pour les systemes 
d’équations différentielles aux dérivées partielles du premier 
ordre à une fonction inconnue de la forme: 


1a „M 3. 
w Cw Cw 
low . - r 
í z , Wh t... Th y q... Y 2 Area CIC m T (v= he k 
( ) AT, IE l 2h91 Ion”) UA ? a) | ) 


= , JĄ .... < awek ie > s v = = v 
! a 1 s V1: sUns 1: sk) OY, ; DY, | ; 


Voici d’abord les théorèmes concernant le problème en 
question relatif à l’équation (4). 


$ 1. 


Théorème 1. Considérons l'équation (4) et l’ensemble 
défini par les inégalités: 


(9) |c—G|<a; |y,—y|<a,—Mir—-x|, (1=1,...,n) 


ou 
a>0, M>0, a,>0, a<r 

Supposons que la fonction f(x, Y1,...,Yny 2» Q15-.Qn) ainsi que 
ses dérivées du premier ordre par rapport aux variables 
Yig Yns Sy My) Qn soient continues dans un domaine D de 
l’espace à 2n+2 dimensions, dont la projection sur le plan 
D,Ys...s Un recouvre l’ensemble (9). Supposons que les deri- 
vées fui lz bay remplissent dans D la condition de Lipschitz 
par rapport aux variables Yy,,.-.,Y,2,9y-.-19, et qu’on ait 
Pinegalitć: 


(10) fal <M, (1=1,...,n). 
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Soient w(®,Yy,-.-5Yn) Ct V(L,Y,,.--5Yn) deux intégrales de 
lequation (4) définies et possédant la différentielle totales 
en tout point de l’ensemble (9) et vérifiant l'inégalité: 


(11) Mana E e e ee ene i) > 


et telles que leurs éléments de contact respectifs: 


DU. ou 
2 L l ss... gloss „5 
de SYS 
OÙ Où 
(13) ty Yis- Yn U A 


Tye G Wee rap 
ci CYn 


appartiennent au domaine D. Supposons enfin que les inté- 
grales u et v soient formées des caractéristiques 1). 


Nous affirmons que, dans ces hypothèses, l'inégalité: 
(14) CAUSES nl DL Ur), 
est remplie dans l’ensemble (9) tout entier. | 
1. Nous démontrerons d’abord que, dans les hypothèses 


de notre théorème, l’inégalité (14) est remplie dans l’ensemble: 


(15) mLa<t+a; l|yi—yii<a;,—M(a--@), (1=1,...,n). 


1) Nous dirons qu’une intégrale 2(z,4¥,,...,yn) de l'équation (4) est 
formée des caractéristiques dans l’ensemble (9), lorsque pour tout point 
(T,Y1,...,Yn) appartenant à (9) il existe une caractéristique: 

(a) y,=Y, (0). ` z=2(2), q; = q,(x), (1=1,...,%) 


de (4) c. a d. une intógrale du systóme: 
n 
CRE DT S y Ee E 
= 


passant par le point %,%,..….,Yn, 2(X, Yi), Zy (2, Y)+ ++» ży, (BY): telle que: 
1° la caractéristique (a) est définie dans l'intervalle [x, T]. 


20 la courbe 4 UP =y; (x), (i=1,. sn), est contenue dans l’ensemble (9) 
pour ze (x, a]. 
30 z (x) ame z(z, p (5).- Un (a | pour zę [x, i. 
Gil) = żyj(z, Yı (2), +. Yn (2) | 
o = Raa aes 
1* 
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A cet effet supposons, par impossible, que linégalité (14) 
ne soit pas vérifiée pour un point de l’ensemble (15). En vertu 
de Vinégalité (11) et de la continuité de « et de v, il existerait 
alors un point P(%,%,,...,y,), (>a), de l’ensemble (15) tel 
que: 


(16) IRE] 0." (Ee EU.) 
et 
(17) LED LEGG EE OT ES NYM 


pour tout point de l’ensemble: 
(18) BLULE; |ysy|La,-M(a—G), (t=1,....n). 


Nous allons distinguer maintenant deux cas possibles: 


Cas 1mi", Le point P(2z,%,,...,¥,) appartient à l’intérieur 
de l’ensemble (15). En ce cas la différence: 


(19) U(E, ass Yn) =" CT. V1... Un) 
envisagée comme fonction à n variables Y:,,...,y, possède, 


en vertu de (16) et de (17), un minimum au point intérieur 
Yin. Nous avons par conséquent: 


DU | Ov 
D — —_— | — sy. A . 
(20) = = me (i=1,...,n) 
Soient: 


(22) ¥,=Y,(2), (2=1,...,n); =A0> q,=4,(2), (1=1,...,%) 


deux caractéristiques de l’équation (4) passant respectivement 
par les points: 


INEGALITES ENTRE LES INTEGRALES 5 


D'apres nos hypotheses (cf.1)) ces caractéristiques sont 
définies pour x e[%, z] et on a: 
1 l 1 
(25) z(a) =u(w yy (H),..-,y()) 


2 


‘ A pour xelæ,#]. 
(26) 2(x) = v(æ, Y1(x), .…,y(æ)) 


D'autre part, les points (23) et (24) étant, d’après (16) 
et (20), identiques, on en conclut que les caractéristiques (21) 
et (22) le sont aussi, puisque dans nos hypothèses, la condi- 
tions d’unicité des solutions du système (5), (cf. 1)), est vérifiée. 
On a donc en particulier: 


(27) y (x) = y, (x), (Ge are 2 (a) = 2(a@), pour xe[x, z] 


d'où il résulte, d’après (25) et (26), que: 


(28) (ayy (2), --Ynal(2) =O(0Y,(0);..;Yn(v) pour z € [4,2], 


et en particulier: 


zy z l 5 Es z Í i 
(29) U(E, Y(T), .--3Ynlæ)) =V Y (L), -Yanl )) 
ce qui contredit a l’inégalité (11). 


Cas 2ème, Le point P(%,%,,...,yn) appartient à la fron- 
tière de Vensemble (15). Le point P est donc situé sur un 
nombre fini r (r>0) d’entre les plans: 


(30) UE y a, RZĘSY) 
et sur un nombre fini s (s=0) d’entre les plans: 
(31) Y¥,—Y,= —4,+ MH (r—G), (j =1,...,20) 


la somme 7+s vérifiant linégalite 1<7r+s<n, puisque deux 
plans (30) et (31) correspondant au même indice n’ont pas 
de points communs pour æ<x<æ+a. Supposons que les 
plans dont le point P fasse partie soient ceux d'indices 4,...,ż, 
et j,,....)5. D’après ce que nous venons de constater on a: 


(32) ia + je (a=1,..,7; B=1,...,8). 
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Selon notre hypothèse les coordonnées du point P(£,%,,....9,) 
vérifient les relations suivantes: 


(33) Y, Wi —M(ż—0); 7 y; S$ 4, Mea) 

tt, 

(34) 3, E 4 + M(&-- x); AU ae u, M(E à). 
RES 7+ Je. 


Nous allons démontrer maintenant qu’on a les relations 
suivantes: 


o(u—v)| | 
(35) 25H, a), (See A 
Au—v)] _ 
(36) an (B= 58), 
P 
o(u—v) |] 
z 0 bate, lÆ jg- 
(0 | oy, IB o zn i 


Or, d’aprés (32), (33) et (34), le point: 


(38) CY iy Yi 1 Vi Yig Yn 


remplit les inégalités définissant l’ensemble (18) et par conse- 
quent en fait partie pourvu que y, soit suffisamment voisin 
de Ji, et satisfasse à l’inégalité Y, < y, . Pour une telle valeur 
de y, nous avons donc, d’après (16) et (17): 


Ul Vis Fra? Yia Yip? Yn) (YJ 


(39) Y le. Yi 
5 v(Z, TA eY , Yi Ys gency Y,) _— ACZ 
Z Vi IŁ 


d’ou, en faisant tendre y, vers y, , nous obtenons a la limite 
ce (e 


Vinégalité (35). D’une facon analogue nous démontrons l’iné- 
galité (36). 
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Considérons maintenant, pour [+4 et ljg, le point: 
(40) YoYo YnYa FE 


D’après (33) et (34), ce point appartient a Pensemble (18), 
pourvu que y, soit suffisamment voisin de y,. Il en résulte 
d'apres (16) et (17), que la différence: 


(41) UCZ, Ys Yr Uppy -e Y) — W(X, Ys LUE PET EEE EY) 


considérée comme fonction a une variable y, possède au point 
intérieur ¥, un minimum et par conséquent on a (37). 
Posons pour abréger: 


(42) 


|al(u—=v)|| — | 
w =% (J =1,...,”). 


D’apres (35), (36) et (37) nous avons: 


(43) hig 20, (a=); 4420, (B8=1,...,5) 

(44) „=D pour i= Vas he = Je 

a e(u—v) = 

(45) Sank = CA (7 =1,...,%) 
oll: 

(46) El = — |, (a=1,...,7) 
(47) SiS 1° F ta. 


Si Pon avait 4;=0, (J=1,...,n), alors les égalités (20) seraient 
remplies et nous aboutirions à une contradiction comme dans 
le cas 1mier. Supposons done qu’on ait: 


(48) DAS 
= 


En vertu des inégalités (10) nous avons Vimplication sui- 
vante: 


lorsque »S'|q¢.—g|>0, alors 
Etre: 
(19) ALYY n PET A) — ACY) REREAD Po) £ 


= “g 14, — ql : 
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Les fonctions u et v étant, par hypothese, deux integra- 
les de l’équation (4) il résulte, d’après (16), que: 


0(u—v) | ou | Ju od(u—-v)\ 
ok — f TY uz | (ryz, A | 1 
ar FL di M OY | er dY, DY, 7 


j JP 


(50) 


où encore, en vertu de (45): 


AS | Du ZA 
R O PES ee Sh Ee, , Run ig êtes 
(51) 5 = E = le. UMIE ay =| f CT TP 3y, Ej] i 


ws 


D'autre part il sensuit de (46), (47) et (48) que: 
e X Je} > 0, 
j=1 


et par conséquent on a, selon l’implication (49), Vinégalité 
suivante: 


<3 ile Ju e du D En l; D 
(5 ) Í Ws Vis i, dy, d (i 4 Yay Ht, Oy. — eå) > =. — 82 ALL 
| 7 


| 


En rapprochant les relations (43), (44), (46), (47), (51) 
et (58) nous obtenons enfin l'inégalité: 


O(u—v) i 833 
5: | > MO"; SrA; 
(5) | 0d | (2 4 S ee ję) 


Posons maintenant: 


y, (t) = ÿ, + u, — M(t—&); 


(55) a=l,...;T, 
df o Ly > af — 
Bea’ mes lac, 
b= js 
et considérons la droite: 
(56) € =t, y= y(t), (=s 0) 


En vertu de (33) et (34) nous avons: 


(57) pe m= (j=1,...,n). 
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La droite (56) est évidemment située dans l’ensemble (18) 
pour g<t<%. Pour une telle valeur de t nous avons, d’après 
(16) et (17) l'inégalité: 


u(t,y,(t)) — U(X, Y,) ; v(t, y(t) v(%,Y;) 
o: R WATONTIE TUR 


(58) 


Won, en faisant tendre t vers %, nous obtenons a la limite: 


(59) | 2y PE Sa m 
D'autre part, comme il résulte de (55), nous avons: 
(60) y(t) =M; VO = Ms y(t) =0. 
OS hat B=], 0258 lÆ ta 
L= je 


En tenant compte de (45) nous pouvons done écrire l’iné- 
galité (59) en forme: 
0 IRE. 
(61) | (u -— v) 


DL 


r 5 
~ i 1 |. pi . — 1 + 1 Le 
Ve M (> Ex "tu > Eja hjg) 
4 a] f—1 


ou encore, d’après (46) et (47): 


' (62) 


— 4 
P 
, 


i: 
M (> fie LE 


at] 


5 a m 
Ż 7 Je ) 
Y 1 y 


ce qui contredit à (54). 

Puisque dans tous les deux cas nous aboutissons à une 
contradiction, il en résulte que l'inégalité (14) est remplie 
dans l’ensemble (15) tout entier. 


2, Il nous reste encore à démontrer que linégalité (14) 
est aussi remplie dans l’ensemble: 


(63) —ata<a<a; |y—y|<a,—M(x—x), (i=1,...,n). 
Posons a cet effet: 

(64) U(E, Yay op Yn) EUL, Yi er Yn)y VD Vase Yn) =O(= 2, Ya) Yu) 

pour (%,Y,,....Y„) appartenant à l’ensemble: 


(65) —a#<a<—a@t+a; |y—y|<4,-—M(a—(—#)), (i=1,..,n). 
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Puisque, selon notre hypothese, les fonctions u et v sont 
deux intégrales de l’équation (4) formées des caractéristiques 
dans l’ensemble (63), les fonctions U et V sont évidemment 
deux intégrales formés des caractéristiques dans l’ensemble (65) 
de l'équation: 


dz x dz dz \ 
(66) JT =F |(B>Yv wym By re res 
OÙ: 


at, 


GT) -P (2y -Pune ay E dn) er T eUn- Un). 


D’après (11)-et (64) nous avons: 
(68) UF (Dy Yay «009 Yin) > V (— Wy Yis- Ya). 


On vérifie sans difficulté que la fonction F satisfait aux 
hypothèses de notre théorème supposées pour la fonction f. 
En vertu de la premiére partie de la démonstration nous avons, 
par conséquent: 


(69) U (25 Yay ---,Yn) > V (Hy Yr) +005 Yn) 


~ 


dans l’ensemble (65), donc, d’après (64): 


(70) UT; Us. Yn) ZO By i Un) 


dans Vensemble (65). Il en résulte que Vinégalité (14) est 
remplie dans l’ensemble (63). 


Théorème 1 bis. Supposons que la fonction 


fray- Use Ben) 


remplisse les hypothèses du théorème 1 dans un domaine D 
de l’espace à 2n+2 dimensions, dont la projection sur le plan 
Ty Yiy---9 Yn recouvre l’ensemble: 


(71) lr—g|<a; %Y,..…,Y, arbitraires. 


Soient U(X, Yys...sYn) et v(w,y;,...,yn) deux intégrales de 
l'équation (4) définies, possédant la différentielles totales et 
formées des caractéristiques dans l’ensemble (71). Supposons 
enfin que les fonctions u et v satisfaissent à l'inégalité (11) 
et que leurs éléments de contact (12) et (13) appartienent au 
domaine D. 
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Nous affirmons que, dans ces hypothèses, l'inégalité (14) 
est remplie dans Vensemble (71) tout entter. 
, ° . a ae oo xt . 
Démonstration. Soit P(ay,,...,yn) un point quelconque 


de l’ensemble (71). Le point P appartient a l’ensemble: 


(72) |0o—2| <a; KA <b—M |a—4t|, (1 =1,...,h) 


pourvu que b>0 soit un nombre suffisemment grand. En 
vertu du théorème 1, Vinégalité (14) est vérifiée dans len- 
semble (72), nous avons donc en particulier: 


(73) U(E, Yi Yn) > P(E, Wry Un). 


r: 
Le point FP étant un point quelconque de l’ensemble (71), 
le théorème 1 bis se trouve ainsi démontré. 


Remarque 1. Les intégrales n et v figurant dans le 
thćoreme 1. sont formées des caractéristiques dans l’ensemble 
(9), lorsqu’on suppose, par exemple, qu’elles soient de classe 0? 
dans l’ensemble (9). On peut le démontrer de la facon suivante. 
Soit 2(%,Y;,...,9n) une intégrale de l'équation (4), de classe C? 
dans l’ensemble (9) et considérons le système d’équations 
différentielles ordinaires: 


(74) mee a E E ), esa) DL 


y] 3. Lt 


PR 


Soit P(m,y;,...,yn) un point quelconque de l’ensemble (9). 
Nous supposerons que œg, le cas a<a se laissant traiter 
d'une façon analogue. Désignons par: 


(75) ny Ate); (6 ily 4, 71.) 


lintégrale du système (74) passant par le point P. Nous allons 
démontrer que Vintégrale (75) existe dans Vintervalle [æ<] 
et est située dans l’ensemble (9). 

Or, d’après (10) et (74), nous avons les inégalités: 


(76) —M<Yy,(z)<M, (1=1,...,R) 
partout où Vintégrale (75) existe. Posons pour abréger: 


(77) px) ka dg TCG 20 tay (5 = SUE 
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En vertu de (76) on a les inégalités: 

(78) G (v)<y (2), (Case at: 
D’autre par, le point P appartenant à l’ensemble (9), nous 

avons les inégalités: 

(79) G(B)< gta Mi= plt)  (i=1,..,n). 
Il résulte ?) de (78) et (79) que: 

(80) p(x) >Y; (2) , (a i) 

ou ce qui revient au meme: 

(81) Yt 6, M(x- 0) > gL), = 1a. 2.008) 


pour tout 1<% pour lequel lintegrale (75) existe. 
On démontre d’une facon analogue que pour les mémes 
valeurs de z on a: 


(82) dza, We — ply (U), (t=1,...,%). 


Mais lintegrale (75) se laissant prolonger *) vers la gauche 
jusqu’à la frontière de l’ensemble (9), il résulte de (81) et (82) 
que cette intégrale existe dans Vintervalle [2,2] et est os 
dans l’ensemble (9). 

Considérons maintenant la courbe: 


(2, y (©),...,y_(T)); (i 


(83) ; R A 
l= 2p IE) -Yp CZE 


Cette courbe définie dans l'intervalle [&,x] est, dans nos 
hypothèses *), la caractéristique de l’équation (4) passant par 
le point: 


(84) D,Yise Yn, EDY +. Un); Ry (BY; ---+Yn); + Sy (BY Yn). 


Notre proposition est ainsi démontrée. 


2) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930, 
p. 82, Satz 1. 

3) E. Kamke, cf. loc. cit. p. 135, Satz 2. 

4) E. Kamke, cf. loc. cit. p. 351, Satz 2 
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Remarque 2. Le fait essentiel du théorème 1 et 1 bis 
réside en ce que l’ensemble (9) respectivement l’ensemble (71), 
dans lequel linégalité (14) est vérifiée, ne dépend point de 
la forme particulière de la fonction f satisfaisant aux hypo- 
thèses du théorème. 


§ 2. 


Nous allons donner mainterant deux applications du théo- 
reme 1 et du théorème lbis dans le cas, où certaines hypo- 
thèses supplémentaires sur la fonction f(Z,Yy,-..,Yn; Z 91 ---; In) 
permettent de faire usage des théorèmes d'existence. Nous 
montreront notamment que sous certaines hypothèses l’inéga- 
lité faible: 


(85) UD Yay oy Yn) 2 UB, Yrs ++) Un) 
remplie par deux intégrales de l’équation (4) entraîne l’iné- 
galité: 
(86) WL, Yas Yn) S V( Ly Yrs es Yn)) 
dans un ensemble de la forme (9) respectivement dela forme (71). 
1. Nous introduirons d’abord des hypothéses suivantes: 
Hypothèses H,. Supposons que la fonction 
F(Y + Ynys Vay +: dn) 


ainsi que ses dćrivees partielles du premier et du second ordre 


relatives aux variables Yy;,,...,Yn,2,1,...,qn Soient continues dans 
le cube: 


87) |r—w|<C; |y—y|<C; |z—2| <0; ig A iO yk (2 — Dees 12) 


et remplissent les inégalités: 


If | | 
af | (ef | | of. | 
(88) | oy, |’ | ee |’ | eq, | la 
| æf ih || ade PO | Sj | 
| dy. 0 dy, |? oe |" aq, 04, |’ | dy dz |” dy Og, | | dz 04, | | 
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Soit ©0(W94...,9,) Une fonction de classe C? pour (y4,..-,Yn) 
appartenant au cube: 
(89) ly y] SC; RZEZ 


Supposons enfin qu’on ait les inégalités: 


(90) Wi< 4, (RAS. 0) 
do | | Po | 
91 < M 
mi AAEZIA 


r 


| A w LUE a FE PTE 
(92) CURRY ASS Er Oy (Yq Y) — dl<qp (9 =1,...,). 


Remarque 3. Dans ces hypothèses il existe 5) une intégrale 
unique Q(1,Y,,...,y„) de l’équation (4) définie et de classe ©! 
dans Pensemble: | 


( [j 


€ pele Or Url = nl (am le: 
(93) |æ T| 0; ly, OA ~4n( M + 1) [|a © |; (2 1, sn) 
OU: 

C? 
(94) AE 


ZK aa au 295 
telle que: 
(95) PIG, YJ, Un) = OWY) 
dans le cube: 
C 
) NSZZ —— 
AW) Y Yii ~4n(M +1) 


L'intégrale (x, ¥,,...,Y¥n) jouit en plus des propriétés sui- 
vantes: 

(a) P(X, Yy5.--5Yn) est fomée de caractéristiques dans Pen- 
semble (93). 

(6) ê) Lorsque la fonction «w(y,,...,y,,4) satisfait aux hy- 
potheses H, pour toute valeur du paramètre 2 variant dans 
un intervalle 4 et en dépend continument, alors Vintégrale 
correspondante g est une fonction continue par rapport à À. 


5 T. Ważewski, Sur appréciation du domaine d existence des inté- 
grales de l’équation aux dérivées partielles du premier ordre. Ann. Soc. Pol. 
Mat. t. XIV, 1935. | 

6) La propriété (8)-n'et pas formulée dans le travail cité, mais elle 
en resulte facilement. 
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Théorème 2. Supposons que les hypothèses H, soient 
remplies pour la fonction f(t,Y1,..., Yns 25 Qiy-+-9 Qn) et les fonc- 
tions W (Yi, -Yn WÓOlY,...,Yn) dans le cube (87). Désignons 
par pW(T,Y1....YJ) et p(x,Yy,,..-5Yn) les intégrales uniques 
de lćquation (4) définies et de classe C1 dans l’ensemble (93) 
et telles que: 


(97) PDG, Yay es Yn) = OY Yi. Un); 
(98) PAUL, Vase Yn) = OO (Yay -+23 Yn)- 
Dans ces hypothèses, lorsque l'inégalité: 

(99) OO anes PJEZNSJW OOM 
est remplie dans le cube (96), alors Vinégalite: 
(100) POI... Un) > PO (L, Yay ses Yn) 


est vérifiée dans l’ensemble (93) tout entier. 
Ce théorème découle immédiatement du théorème 1 et de 
la propriété (a). 


Théorème 3. Dans les hypothèses du théorème 2, lorsque 
l'inégalité: 
(101) OO (Vs Yn) 2 OP (Ya... Un) 
est remplie dans le cube (96), alors l’inégalité: 
(102) PO (L,Y ry ++ Yn) 2 PAUL, Yqy ++) Yn) 
est vérifiée dans l’ensemble (93) tout entier. 


Démonstration. Posons: 


(103) OWA RZEK WÓ(Y-->Yn) T À. 


Pour 2 suffisamment petit et positif la fonction o(y4,...,Yn, 2) 
satisfait aux hypotheses H, et on a, d’aprés (101) et (103): 


(104) (Vis. Yns A) > OF) (Y,,...5Yn) 


16 J. SZARSKI 
dans le cube (96). Désignons par 9(%,Y,,...,Yn)4) Vintegrale 
de Véquation (4) remplissant l’identité: 
PS; Yr) sy Yn, A) TE O(Y15 -Yn À). 

En vertu du théorème 2 nous avons alors: 
(105) PCL, Yay es Yny À) ŻGÓ(W V5... Yn) 

En faisant tendre 2 vers 0 nous obtenons à la limite, d’après 
la propriété (8) et (105), l'inégalité: 
(106) PUR; Yis- Yn 0) 2 PP (L, Yay «005 Yn) 


dans l’ensemble (93) tout entier. 
D'autre part, puisque: 


(107) PUS, Yr5 909 Yny 0) =0(Yy..,Yn,0)0W(y,...;Yn) 
il résulte de l’unicité des intégrales de l’équation (4), que: 
(108) PL Ya Yns 0) = PP (Hy Yi... Yn) 


dans l’ensemble (93), ce qui termine la démonstration. 


2. Introduisons à présent des hypothèses suivantes: 
Hypothèses H,. Supposons que la fonction 


f (By Yay +.» Ying Zs Vy ++ Un) 


ainsi que ses dérivées du premier et du second ordre relatives 
aux variables Y:,...,Yns2s 15.4, Solent continues dans len- 
semble: 


(109) |C—G| <A; Yxy--;Yn;Ż;91:--,9, arbitraires 


et remplissent les inégalités (88). 
Soit w(y,,...5Yn) une fonction de classe C°? pour y%y,...,Yn 
arbitraires, remplissant les inégalités: 


Sb, CaS ssh 


(110) | 


Soit enfin: 


1 
(111) 0<H< W In (1 + ma) ; a=min (a,8). 
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Remarque 4. Dans ces hypothèses, il existe 7) une inté- 
grale unique g(z,Yy,...,Yn) de l’équation (4) définie et de classe C1 
dans l’ensemble: 


(113) \w— I< a; Yuy---)Yn arbitraires 
telle que: 
(114) P( By Yry Un) = O(Yy-.-Yn): 


Cette intégrale jouit en plus des propriétés (a) et (6) (cf. re- 
marque 3), lorsqu’on remplace H, par H;. 


Théoréme 2 bis. Supposons que les hypothéses H, soient 
remplies pour la fonction [(%,41,...,Yny2Qiy---)M,) et les fonc- 
tions w)(¥,,...,Yn) et w®(y,,...,Yn). Désignons par p™(xv,y,....Yn) 
et p(x, Y,,-..,Yn) les intégrales uniques de l’équation (4) dé- 
finies et de classe C1 dans l’ensemble (113) et vérifiant les 
identités (97) et (98) pour y,,...,y„ arbitraires. 

Dans ces hypothèses, lorsque Vinégalité (99) est remplie pour 
V1;:-.,Yn arbitraires, alors l’inégalité (100) est vérifiée dans Pen- 
semble (113) tout entier. 

Ce théorème découle immédiatement du théorème 1 bis 
et de la propriété (a). 


Théorème 3 bis. Dans les hypothèses du théorème 2 bis, 
lorsque l'inégalité (101) est remplie pour Y:1,.….,y, arbitraires, 
alors l’inégalité (102) est vérifiée dans l’ensemble (113). 

On le démontre tout comme le théorème 3. 


Remarque 5. Le fait essentiel des théorèmes 2, 3, 2 bis 
et 3 bis consiste en ce que l’ensemble (93) respectivement (113) 
dans lequel les inégalités (100) et (101) sont remplies ne dé- 
pend pas de la forme particulière des fonctions f, ol) et w®). 


3. Un exemple. Nous allons donner un exemple de l’équa- 
tion (4) pour laquelle deux intégrales satisfaisant aux hypo- 
thèses du théorème 1 dans un ensemble de la forme (9) ne 
vérifient pas l'inégalité (14) en un certain point situé hors 


7) E. Kamke, Bemerkungen zur Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung. Math. Zeitschrift, Band 49, Heft 2. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII. 2 
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de l'ensemble (9), bien qu’au voisinage de ce point elles soient 
formées des caractéristiques issues des points de l’ensemble: 


(115) r="; |y Y! <a, (2 = Vas. it). 


Cet exemple mettra en évidence le fait qu’en général 
deux intégrales de l’équation (4) vérifiant les hypotheses du 
théorème 1, peuvent s’entrecroiser en dehors de l’ensemble (9). 

Considérons l’équation à deux variables indépendantes: 


: oz [daz\* 
TA as lay) 
ou bien en forme abrégée: 

(117) N= Ge: 


Dans notre cas nous avons /(2,y,2,q)=q°. Dans l’ensemble: 
(118) || <4; ly|<7—4\e|, 2 arbitraire, |ą|<2 


la fonction f(«,y,ż,q) remplie les hypothèses du théorème 1 
avec M =4. 


Posons: 
(119) w(n) = 2+sin 7. 
Nous avons ćvidemment pour tout 7: 
(120) w(7) > 0. 


Le système d’équations pour les caractéristiques de l’équa- 
tion (116) a la forme: 


(121) y =— 2q, ż=—qg, 4=0. 
L'intégrale du système (121) passant par le point 


(0,7,0(7),w0'(7)) 
a la forme: 


(122) y=n—2x cos n, z=2+siny—a cos? n, q=C0S7. 
Il est aisć de voir que par tout point de l’ensemble: 

(123) le|<4, ly] < 7—4dla| 

1l passe une et une seule droite de la famille: 

(124) Yy=7—24 COS 7 


correspondant au paramètre 7 vérifiant Vinégalité 'y| <7. Il en 
résulte, en vertu de la méthode classique de Cauchy, qu’il existe 
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une intégrale-y,(a@,y) de l’équation (116) définie, de classe C1 
et formée des caractéristiques dans l’ensemble (123) telle que: 
p,(0,y) = 2+ sin y. 
La fonction: 
Palv, y) = 0 
est évidemment aussi une intégrale formée de caractéristiques *) 
dans l’ensemble (123) et nous avons, d’après (120): 


(125) P1(0,Y) > Pa(0,Y). 
Les éléments de contact des intégrales g, et p, appartenant, 


d’après q=cos7, à l’ensemble (118), il en résulte, en vertu 
du théorème 1, que l'inégalité: 


(126) PalT, Y) > P(X, Y) 


est remplie dans l’ensemble (123). 

D'autre part on voit aisément que pour {7 <arc sin} et 
UÜ<Lx<+ deux droites de la famille (124) correspondant aux 
différentes valeurs du paramètre 7 ne se rencontrent pas. Il 
en résulte, en vertu de la méthode de Cauchy, que l’intégrale 
Q,(r,y) existe dans le domaine couverts par ces droites, pour 
0<xu<4. Le point æ=3, y=—6 situé sur la droite corres- 
pondant a 7=0 appartient à ce domaine et nous avons, comme 
„dl résulte de (122): 

(127) P,(3,—6) =—1. 


Dans le domaine envisagé les deux intégrales g, et gą sont 
formées des caractéristiques issues des points de l’ensemble: 


Néanmoins nous avons, d’après (127): 
(129) 7,(3, —6)<pa(3, —6). 
§ 3. 


Nous nous ädressons maintenant à l’examen du système 
de la forme (7). Pour simplifier l’énoncé et la démonstration 
du théorème de ce paragraphe nous allons donner d’abord 
quelques remarques préliminaires. 


8) Les projections sur le plan x,y des caractéristiques dont est formée 
l'intégrale p, sont des droites parallèles à laxe x. 


9* 
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Remarques préliminaires. 
Considérons dans l’espace a k+n dimensions l’ensemble 
défini par les inégalités: 


|r„— $,| < a, RI Ek 
k 
wt) yy, <4,—M 3 |a,— |, (PE 07) 
VT 
où a>0, 1>0, M>0 et a<. 


Supposons que la fonction f,(@,,...,Æs Us... Uno > Way --- dn] 
soit définie dans un domaine D l’espace à k+2n+1 dimensions, 
dont la projection sur le plan 2y,...,Ty, Yi, ..., Yn Tecouvre Pen- 
semble (130). 

Soit 2(71,..., Cp Vis. Un) une intégrale du système (7) dé- 
finie et possedant la différentielle totale en tout point de Pen- 
semble (130). Introduisons la transformation de M. MAYER: 


(131) Ly Lu = Apt, ey 3) 
où: 
k 

(132) [4,| <a, 2 |! >0, (v=1,...,K) 

: .  |a—|2, 
(133) 0<t<1l+e(4), 0< e(2)< min CAES 4 

Sel 
P=1 

et posons: 


dt 


(134) Za any dą» ARE ZWZ Et, SR Aah, Vire. un) 


pour (£,y;,...,yn) appartenant à l’ensemble: 
j ; k ; 
(135) O<t<1+e(A); |y,—y]| Se ae (Ga eye 


Si Pon fixe un système de nombres A4,,...,A, satisfasiant 
aux inégalités (132), alors la fonetion (134), envisagée comme 
fonction a n+ 1 variables {,y,,...,7,, constitue dans l’ensemble 
(135) une intégrale de l’équation: 


@) 
w 


(136) 


U 
= 


Dz dz 
= PE aig 0 do Ung Sa a lis À 
(in Uns Oy,’ dy 19***9 ) 
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Ou: 
3 Pe 3 df 
(137) P(E, LÉ de SR SRO ZE Geer yee AL = 


k 
SZ © A m 

== D kol w(B1-+ yt, «Dk + Ants ry ee Uno Lo Gas On): 
r'=l 


Cette intégrale satisfait, d’après (134), a la condition ini- 
tiale: 


(138) (Oy... Uri til NSZ Mise Un). 


Théoréme 4. Supposons que les fonctions 
Ty eres Phe Yay ee Yrs fisc. dn) 


34 7 7 

De: Z Oly» Oly Cl» f ; 

ainsi que leurs dérivées oly. IJe oy solent continues dans 
dy, 92 ðq, 

le domaine D et que ces dérivées remplissent la condition 

de Lipschitz par rapport aux variables Yy,,...,Yn,2,Q1,...,Qns et 


les inégalités: 


(139) 


DOCU a UNE eaan Eka Yi s lune ll © Ulla, aO Un) N 
intégrales du système (7) définies et possédant la différentielle 
totale en tout point de l’ensemble (130) et telles que leurs 
éléments de contact: 


| JU Du. 

í H ty Bye eae 1 ns ‘= 9 
(140) 09 :::9 UR; Wy ee ns > dy,” Dyn 
Av Où 

4 Wg say Ygs- tny Uy Z— passy Z — 
(1 1) 1 U ks HM Un dy,” Dy, 


appartiennent au domaine D. 

Supposons que les fonctions u et v jouissent de la suivante 
propriété (P): 

Pour tout système 4,,...,A,¢de nombres satisfaisant aux 
inégalités (132) les fonctions: 


(142) if (TG, + Aas DR + Akt, Yis on) 
(143) CD + it, Brt Ants Yiye Yan) 
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considérées comme intégrales de l’équation (136) dans l’ensemble 
(135) sont formées des caractéristiques (cf. $ 1, théorème 1). 
Supposons enfin qu’on ait, dans l’ensemble (130) pour x,=4,, 
l'inégalité: 


(144) U(r DU Yn) > Play -32k Viper Un). 
Dans ces hypothéses, l’inégalite: 
(145) U (Dy ydy Yyy -+3 Yn) > V (yy es dzy Yay +00 Yn) 


est remplie dans l’ensemble (130) tout entier. 


= 


at 1 Le + +e 4 «> . 
Démonstration: Soit P (Bp, DY se. Un) un point quel- 
conque de l’ensemble (130), différent du point (2,,...,£ks Yr) -->Yn) 
et posons: 


(146) hy =@, — Bp, (y=1,2,...,7) 
(147) U (dyw syn) = u(t + PTR Ata, Un] 


(148) V (t, Yrs Un) >. DID AK SAW Ze ee. Un) 


dans l’ensemble (135). Les fonctions U et V constituent alors 
(cf. remarques preliminaires) deux meee de Véquation 
(136), pour lesquelles on a: 
(149) U (0, Y yy 0009 Yn) = WB yy -Lr 19-0 Un) 
(150) V (0Y1;--.,Yn) = V (Dis Bry Yay cs Un). 

D’apres (137) et (138) nous avons: 


ait | AS 
151 — <M > ASI: 


y=l 


En vertu de la propriété '(P) les intégrales U et V sont 
formées des caractéristiques dans l’ensemble (135) et vćrifient. 
d’après (144), (147) et (148) Pinegalitć: 


(152) UO (0,15 «+9 Yn) BOU 
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On constate done sans difficulté que toutes les hypotheses 
du théorème 1 (cf. $ 1) sont remplies pour l'équation (136), 
les intégrales U et V et l’ensemble (135). Nous avons par con- 
séquent: 


(153) DIR EN = AU ada): 


dans l’ensemble (135) tout entier. En particulier pour t=l 
xt 5 
et y,=y, (1=1,...,0): 


(154) MMI wag eran 


ou ce qui revient au meme, d'apres (146), (147) et (148): 


T z w % NE „4% x % x 
(155) U( Dis... Dey Ur. Un) ce l (Ds... Oo Woo Un) 


z 
Le point P étant un point quelconque de l’ensemble (130) 
le théoréme 4 se trouve ainsi démontré. 


Théoréme 4 bis. Supposons que les fonctions 


fol Byysasy DE Us es Uno Sp Dire. In) 


remplissent les hypothèses du théorème 4 dans un domaine D 
dont la projection sur le plan %,,...,æz,y1,...,y, recouvre Pen- 
semble: 


(156) \t,—@y|<@3 Yy--.Yn arbitraires. 


Soit Mea yes Des Vue Un) Et eta, Mr Un. Un) deux inté- 
grales du système (7) définies, possédant la différentielle totale 
et jouissant de la propriété (P) dans l’ensemble (156). Supposons 
enfin que les fonctions u et v satisfassent à l'inégalité (144) 
et que leurs éléments de contact (140) et (141) appartiennent 
au domaine D. 


Dans ces hypothèses, l'inégalité (145) est remplie dans Ven- 
semble (156) tout entier. 

La démonstration découle du théorème 1, tout comme 
celle du théorème 1 bis à résulté du théorème 1. 


Remarque 6. Les intégrales u et v jouissent de la propriété 
(P) lorsqu'elles sont, par exemple, de classe C? (cf. remarque 
eee) 
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Remarque 7. Le fait essentiel du théorème 1 et 1 bis 
consiste en ce que les ensembles (130) et (156) ne dependent 
point de la forme particulière des fonctions fp. 


$ 4. 

Nous allons douner, a présent, deux applications des théo- 
remes + et 4 bis dans le cas, où certaines hypothèses supple- 
mentaires sur les fonctions f, permettent ‘de faire usage des 
théorèmes d’existence. 

1. Nous introduirons d’abord des hypothèses suivantes: 


Hypotheses Z,. 


Considérons dans l’espace a 2n--k--1 dimensions l’en- 
semble défini par les inégalités: 


x, DISC, (rs): 19, —Y,] = 0, CAES SN 


(157) | Le 76 i 

ljz—#)<C; |¢,—¢| ŚĆ, (a=), ...5%). 

Supposons que les fonctions f,„(Xy,...,Gpy Yyy oop Uno Ss Us. dn) 

ainsi que leurs dérivées partielles du premier et du second 

ordre par rapport aux variables Yyy,...,Yn; 2; 91; ---,9n Solent con- 
tinues dans l’ensemble (157) et remplissent les inégalités: 


FA | 
PZNĘGNER | 
(158) | Oy, |” dz}? q, | |< 
=" Of, alas fy Ffo | | fo 
dy dy | |0y,04;| | 9u,22 | | 3q, TAR 09,02 | 


Supposons que le système (7) soit en involution c. à A. 
qu'on ait dans l’ensemble (157) les identités: 


== 
— 


Yn , Su, . © Of n | (ef, JA 
u, | = = l 04, Ady, "ai | 


ps e (Stu, Blu SETOR) 
= art 2: AE Ts |: (MERE) 


(159) 
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Soit w(y1,...,Yn) Une fonction de classe C2, pour (Yy1,.:.,Un) 
appartenant au cube: 
| u l=z( BL. 
(160) l¥,—9,1 £C, (7 IPC) 


et remplissant les inégalités: 


(161) <M. 


a pe 


< = — 
dy, | > Ja y OY, 


Supposons enfin qu’on ait les inégalités: 


(162) lai <M, (Gl, ań) 


(163) |wy,(Y1 D 02 ZU < A : lo (Yq5 ++ 29 Yn) —-2| <A T 
Remarque 8. 
Dans les hypothèses Z, il existe ?), une intégrale unique 


PB... Dhs Yiye Yn) du système (7), définie et de classe C! 
dans ensemble: 


| U k 
64 ay nk Mi: Olga le L= a 2) 
(1 ) |x, |< 0(C,n,k, M); | Y: UR `~ 4n(M-+-1) M 2 |, W, | 
pz=|,...,K t == en 
OÙ : 
00! C C? \ 
165 Ô © k =l =, ——— r , OFS TI 
OW — Em kint (M++?) 
telle que: 
(166) p (Ż4, eue Yis Yn) = Oy +09 Un) 


dans l’ensemble: 
( ’ 


. pea 5 ła eu 


La fonction g(uy,...,dp, Yq,...,Y„) jouit en plus de la pro-- 
priete (P) (cf. § 3, th. 4) et de la propriété suivante (Q): 

(Q) Lorsque la fonction (%,...,Y,,4) satisfait aux hypo- 
thèses Z, et depend contirûment d’un paramètre 4 variant 
dans un intervalle A, alors l’intégrale correspondante o est 
une fonction continue par rapport a A. 


9) Ceci fut démontré par M. W. Pawelski. 
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Théorème 5. Supposons que les hypothèses Z, soient 
remplies pour les fonctions f,(21,...,Æps Vis. Uno 29 dis. Qn) et 
pour les fonctions wW(y,,...,Y,), o@(y,,...,Yu). Désignons par 
POD, Dhs Vasco Yn) Et Q)(My,..05Vey Y1,---5Yn) les fintégrales 
uniques du système (7) définies et de classe C! dans l’ensemble ` 
(164) et telles que: 


(168) PO (By, ..., Dk, Yiye Yr) = oY 2-5 Yn) 
(169) QP) (py -- BR, Yay eee Yn) = OPV (Ys, «= Yr) 
dans le cube (167). 

Dans ces hypothèses, lorsque Vinégalite: 
(170) (OO) (amare Yn) > OP | Bas ast) 
est remplie dans le cube (167), alors Vinégalite: 
(171) FIL Leh PI Ee) MR oz Pp BEY ct I Ch Us Un) 


est vérifiée dans l’ensemble (164) tout entier. 


Ce théoreme découle immédiatement de la propriété (P) 
et du théoréme 4. 


Théorème 6. Dans les hypothèses du théorème 5, lorsque 
Vinégalité: 


(172) OD) (Yi. Yn) > BOY 0009 Un) 

est remplie dans le cube (167), alors l'inégalité: 

(173) CEN ERO Say hase Grey bed eA a Tk Ur ae) 

est vérifiée dans l’ensemble (164) tout entier. 
Démonstration: Posons: 

(174) (Ye Yng À) OO (Ya Yn) + 2. 


Pour 2 suffisamment petit et positif la fonction w(Y:,...,Yns À) 
satisfait aux hypothèses Z, et on a, d'après (172) et (174): 


(175) OOH i sił PAJZZOŚCY sM: 
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dans le cube (167). Désignons par g(ay,...,Cz,Y:«+Yn,4.) Vinte- 
grale du système (7) définie et de classe C! dans l’ensemble (164) 
(cf. remarque 8) remplissant Videntité: 


(176) Q(B ry ++ Bey Yay re Yny À) = © (V5. Yns A) 
dans le cube (167). En vertu du theoreme 5 nous avons alors: 
(177) Pis. Gp; Yay vey Yny A) > PP Das... Dhs Yry---y Un) 


dans l’ensemble (164). En faisant tendre 2 vers 0 nous obtenons 
à la limite, d’après la propriété (Q) et (177): 


(178) Pass its Vis Un OL GPM A 02, Tey Yer n) 


dans l’ensemble (164). D’autre part, puisque: 


(119) (By, sek; Vas Yrs 0) Œw (Yir Yny 0) m OÓ(Y;,...,Yn) 
il résulte de Vunicité des intégrales du système (7) que: 


(180) P (Ly, +22, Dh Vase) Yn 9) = PO, Vey Vy Yn) 
dans l’ensemble (164), ce qui termine la démonstration. 


2. Introduisons maintenant des hypotheses suivantes: 


Hytophèses Z,. Supposons que les fonctions 


JA Une Vases Uno 2, ii) On) 


ainsi que leurs dérivées du premier et du second ordre rela- 
tives aux variables #,,...,Y,,2,...,4n Soient continues dans 
l’ensemble : 


(181) |a,—&|<a@, (v=1,...,k); Yy--„Ym2,91---;9, arbitraires 


et remplissent les inégalités (158). Supposons que les identi- 
tés (159) soient satisfaites dans l’ensemble (131). Soit o(Y4,...,Yn) 
une fonction de classe C? pour (y,...,Y„) arbitraires, remplissant 
les inégalités: 


n 


| do | "| 220) | B EJ s 
Si KA lody, E fes à 


jt 
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Noit enfin: 
(es) Len in (1 E OB >| a = min (a, f) 
k M 2n(B+1)}? | ADA 
Remarque 9. Dans ces hypothèses, il existe 1°) une inté- 
grale unique q(T,...,%xs Yi, Un) du système (7), définie et 
de classe (1 dans l’ensemble: 


(184) lays <a, (reel, Ssh) (ghia arbitraires 
telle que: 
(185) Pis... Ds Yay oy Vn) = O(Yy---+Yn): 


Cette intégrale jouit en plus des proprietćs (P) et (Q) 
(cf. remarque 8), lorsqu’on remplace Z, par Z,. 


Théorème 5 bis. Supposons que les hypothèses Z, soient 
remplies pour les fonctions f,(0,,)...,0 4) Ya; Uno &s iso Qn) et 
les fonctions «M(y,,...,y,), œo®(y,,..,4n). Désignons par 
(Lisee Ery Yis- Yn) Ob p@(a,,-..,2k, Yisc.s Un) les intégrales 
uniques du système (7) définies et de classe C1 dans l’ensemble 
(184) et vérifiant les identités (168) et (169) pour y,,...,y, 
arbitraires. 

Dans ces hypothèses, lorsque l'inégalité (170) est remplie 
POU Y1,...,J, arbitratres, alors l'inégalité (171) est vérifiée dans 
l'ensemble (184) tout entier. 

Ce théorème résulte immédiatement de la propriété (P) 
et du théorème 4 bis 


Théorème 6 bis. Dans les hypothèses du théorème 5 bis, 
lorsque l'inégalité (172) est remplie pour Y4,...,Yn arbitraires, 
alors l’inégalité (173) est vérifiée dans l’ensemble (184) tout 
entier. 

On le démontre tout comme le théorème 6. 

Remarque 10. Le fait essentiel des théorèmes 5, 6, 5 bis 
et 6 bis consiste en ce que l’ensemble (164) respectivement 


l’ensemble (184) ne dépend point de la forme particulière des 
fonctions f,, wo et w®. 


10) E. Kainke, cf. 7). 
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§ 5. 


Nous passons maintenant a l’examen du système d’équa- 
tions aux dérivées partielles du premier ordre a plusieurs 
fonctions inconnues de la forme: 


AREZZO) 


dz 
186 "|z= PDU EE Wo A BR GA 
( ) 30 fi + V1» Uns 1: sk: dy,” TM 


où la v-ieme équation contient toutes les fonctions inconnues 
Ži- et les dérivées partielles du premier ordre de la seule 
fonction 2,. 

Nous introduisons d’abord des hypotheses suivantes: 


Hypothèses R. 


Supposons que les fonctions f (%,Y4---5Y ,%15...,2,, yrs ees gy) 
soient de classe C2 dans l’ensemble: 
(187) |£—a| <a; duree dt); QW arbitraires 


et remplissent les inégalités: 


"|a| | ato) | 2j | | 
(188) POMEAKETA ee 
ED NC PTE EE PRE CE 
3y,3y, | | 3z, AMIE CE |’ | dz,,dy, |" | dz, zob dy 3P | | 
Soient: 
(189) 6, (Um Yn) (Wal... 4). 


k fonctions de classe C? pour y,,...,y, arbitraires, remplissant 
les inégalités: 
(190) 


Jw, dwy | 


$ RYANA 
| oy, |" | dy, Oy, | 


Remarque 11. 


Posons: 
(191) c =(4M(n+k)[1+2M(n+ k)]y"" 
1 
(192) rae ZM 50) 


(193) N=M(1+ 3kr--k2). 
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Désignons par p la racine de Véquation: 


A Tabat ' 
(194) N(1+nN+N) | e” dr = — 
0 
où: 
A(t) =N+ 2n N (1+ N)eMt 
et posons: 
b = min (a,c,p). 


Dans les hypothèses K) le système (186) admet une inté- 
grale unique: 


(195) Qi Uy Uses niszcza Palin, Uni 


définie et douée des dérivées partielles du premier ordre con- 
tinues clans l’ensemble: 


(196) le —al<b; Yy..-,Yn arbitraires 
et telle que: 


(197) Pol, Yrs- Yn) = Osy oop Yn) (v=1,...,k). 


Cette intégrale jouit en plus de la propriété (8) suivante 2): 

Pour tout ensemble fermé et borné contenu dans l’en- 
semble (196) il existe une constante C(M,k,n) qui ne dépend 
Dy 
DY, 
remplissent dans cet ensemble la condition de Lipschitz par 
rapport aux variables: 2,%),...,Yn avec la constante C. 


que des M,n,k telle que la fonction g, et ses dérivées 


Théorème 7. Supposons que les hypothèses R soient 
remplies pour les fonctions f,(æ,y,,...,y.,2,,...,2,,40, ...,q®)) et 
les fonctions: ©W(r,y,...,Y,), OPT YoY) (v—1,...,k). 
Supposons que les fonctions f, satisfassent à la suivante con- 
dtion (W) de monotonie: 


u) T. Ważewski, Sur le problème de Cauchy relatif à un système 
d'équations aux dérivées partielles. Ann. Soc. Pol. T. XV, 1936. 

13) La propriété (S) n’est pas formulée explicitement dans le travail 
plus haut cité, mais elle en résulte facilement. 
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Lorsque: 
(198) By yy 03S v1 > Se 15 Zp Spy dy 1-1 2 Rubis 2RZ ER | 
alors: 
wy ~ = (+) (w) ~= (W). 
(199) ACZ vee sR yy enna Zy dą TERTE )= 


> f (WY YZ STAT Qe, >" O | 


Désignons par: 


(200) PPL Y» 4) ZUCH eY n) 
(201) P(T Y: UAE POLY; UR 


les intégrales uniques du système (186) définies et de classe C1 
dans l’ensemble (196) et telles que (cf. remarque 11): 


(202) PO(G,Yp---Y,) = ODY Ya) ga ae 
(203) POD YY) = 0B(y,,.-Y,); pr 


Dans ces hypotheses, lorsque les inegalites: 
(204) CONTE Yo ETACIE (ME 1h), 
sont remplies pour Yi... Yn arbitraires, alors les inégalités: 
(205) PY (LY yY) > PPL YY WEL,...K) 


subsistent dans Vensemble (196) tout entier. 


Demonstration. Posons: 


(206) FW (x, Yareees yr CE q$.--,9%) af 
I 
= GYp W ETS TT ES GP VT Te (v SE nK) 
| tres AM) 
"JJ 
(207) Poe) = OD (Vy yg) Te | 


ct considérons le système auxiliaire: 


(208) 


DER 
« 


De LD Yan rare De WO), WEL,..K) (Su). 
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Pour tout u les fonctions F4), (v=1,...,k) et QU), (v=l,...,k) 
satisfont aux hypothèses À. Désignons donc par g), (v=1,...,k) 
intégrale unique du système (S„) définie et de classe ©, 
(cf. remarque 11), dans l’ensemble (196) et telle que: 


(209) PUNG Yir Yn) = AAYY)  W=1,..,k). 


D’après (206) et (207) nous avons: 


(210) lim F= f, 

He (v=1,...,k) 
(211) lim Q = wW, 

U — co 


et ceci uniformément. 

D'autre part, comme il résulte de la propriété (S), (cf. re- 
marque 11), dans tout ensemble fermé et borné contenu dans 
(196) les fonctions de la suite mM, (u=3,4,...) et de la suite 
og) 
dy, | 
que de toute suite partielle pa) on en peut extraire une autre 
presque uniformément convergente dans l’ensemble (196) vers 
une limite qui est, d’après (210) et (211), Vintégrale du sy- 
steme (186) prenant pour «=@ les valeurs initiales œ. Mais 
puisque ¢@ (v=1,...,k) est Punique intégrale possédant cette 
propriété, il s’ensuit que: 


(1u=3,4,...) sont également continues. Il en résulte 


(212) lim g = gl), (v=l, ...,K) 
U —> © 
presque uniformément dans l’ensemble (186). 
D’après (206), nous avons (py, (»—1,...,k), étant inté- 
grale du système (S,)): 


dp) 


dau) dg) 
> (4) o ead z = 
Ir P fe Creer 5... k ` DY, geeeg Wn 9 (1 e 


D’autre part gó), (v=1,...,%), étant intégrale du système 
(186) on a: 


(214) = < je, Yir nr Pers ea POs ater 


dp) JW 
4 ' ? 
© Yi DYr. 
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En vertu de (202), (203), (204) et (209), nous avons: 


(215) PW) (DY: 0009 Y) > PPL YY), (y =a ee 


n 


Soit P(ż, Yay F Yn), un point quelconque de l’ensemble (196) 
et ga. Le point P fait partie de l’ensemble: 


(216) cgLa<m+b; ly £SI"M(a—2), (1=1,...,0) 


pourvu que />0 soit un nombre suffisamment grand. Les 
fonctions f,, (v=1,...,k), satisfaisant a la condition (W) de 
monotonie, il resulte des inégalités (213), (214) et (215) et 
des hypotheses À que: 


i = 1. a. ke 
(217) PEYI ZPPA VT 
(u—3,4,...,) 
dans l’ensemble (216) tout entier 1%). 
Il en résulte, d’après (212), l’inégalité: 
(218) q SAL Yir Yn) Z PPDY Yn), PZĘZ als 


dans l’ensemble (216), et en particulier au point P. Le point Pp 
étant un point quelconque de l’ensemble: 


(219) ALU<i +b; Y,,...,%¥, arbitraires, 


il s'ensuit que l’inégalité (217) subsiste en tout point de cet 
ensemble. En effectuant la transformation: X=—a#; Y;=y,, 
(i=1,...,n) on montre que l'inégalité (218) est aussi vérifiée 
dans l’ensemble: 


(220) —b+4<U<2; Y,,...,y, arbitraires, 
ce qui termine la démonstration de notre théorème. 


Remarque 12. Le fait essentiel du théorème 7, réside 
en ce que l’ensemble (196) ne dépend point de la forme parti- 
culićre des fonctions f,, o), et of). 


13) J. Szarski, Sur certains systèmes dinégalités différentielles aux 
dérivées partielles du premier ordre, théorème 3 bis. Ann. Soc. Pol. Math. 
r 28%. fasc. I. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII. 3 
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Remarque 13. On peut formuler un théoréme analogue 
lorsqu'on envisage le système (186) dans l’ensemble de la 


forme: 


(221) |6—8|<0; |y,—GI<0; le —à 


v p 


<0; |g99—4l<0. 


Les inégalités (205) seraient alors remplies dans un ensemble 
de la forme: 


(222) je—al<d; |y,—y,|<a,—M|x—al. 


UNE GENERALISATION DE L'ECART ET DU 
DIAMETRE TRANSFINI D'UN ENSEMBLE 


Par F. Lesa (Kraków) 


1. Soit R un espace métrique, a un nombre entier plus 
grand ou au moins égal à 2, Pi, Dos... Pa Un système de a points 
de R et 

D (Pis Dy ---; Pa) 


une fonction définie continue et admettant des valeurs non 
négatives en chaque système de a points de À. Nous suppo- 
serons 1° que © soit symétrique par rapport 4 ses variables, 
c’est-à-dire que, 2,%0,...,7¢ étant une permutation quelconque 
des nombres 1,2,...,a, on a toujours 


D(D yy PoPa) = D (PB: **>D,) 


et 2° que ©=0 lorsque p,=p, pour ik. 


Par exemple, la distance des points p, et p, est une fonction ð pour 
a=2. Lorsque R est le plan la fonction 


INE 
P(P1,Pą) = la valeur absolue de sles 
Los as | 
ou z,,y, sont les coordonnées du point p,, est aussi une fonction Q. 
Dans le cas a=3, $©(p;,pa,p3) peut représenter l’aire du triangle des 


sommets p;,pą, et p; ou le volume du tétraédre 0p;p;p; où O est un point 
fixe de À etc. 


Etant donnć un systéme de n>a points de R 


tol = 


(1) Pis Pos...) Dn) na, 


désignons par V(7,,Pa;.-.,Pn) le produit à (a) facteurs que 
voici | 
(2) V (PoPa P,) = [TD (p PPa P i) 

1<i Lio << ACER 


3* 
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et par 4,(p,,...,DA) le produit a kale facteurs suivants 
(3) AlB Pa = L O (Dy Pigs Pigr +P ;,) 
1< io Lig... Lien 
(=k) 
où k parcourt les nombres 1,2,....n. 
Observons que, si n=a, On a 
(4) W Da Al Passa DOUTE DEP 


et que, si n>a, on a pour k=1,2,...,n la relation 


(5) V (Pr +++; Da) = Ax (Diy 00-9 Dn) V (Pr. n Dk ty Pn: 
Puisque le facteur D (PiP Pi) du produit (2) est un 


facteur de tous les produits (3) où k=7,,2,,...,2, il est facile 
de voir que 


(6) [l Ay 0150005 Pn) = LV (Disasa Dn) 1%. 


Ceci posé, considérons un ensemble fermé et compact £ 
de points de R et désignons par V„=V,„(E) la borne supé- 
rieure du produit (2) lorsque n>a étant quelconque mais 
fixe les points (1) parcourent arbitrairement l’ensemble # 


(7) AP MAC 
Je dis que: | 
I. La suite (2) 
(8) b= [V as n =a, a+ 1,... 


tend vers une limite finie. 

En effet, puisque l’ensemble E est fermé et compact la 
borne (7) est atteinte dans E, c’est-a-dire il existe un système 
de n points q,qa,...,q, de E pour lesquels . 


Pa" OAN 
Soit n >a; d’après (5) on a 
M, < APTE 9 nl Poni pour k=1,2,...,%, 
et par suite en vertu de (6) 


Ya Z Kaś TI AR eosin) = Veet Vie 


k=1 
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don l’on trouve 


YV n < VV, 
ce qui entraîne l'inégalité 


(2) n—1 
Un = VV, = VV = Vn—1 
et celle-ci implique la thèse. 
La limite lim v, est non négative et dépend de l’ensemble E 
et de la fonction © 


(9) lim v, = v(E,®). 
n->00 


Elle sera dite l'écart de l’ensemble E par rapport a la fon- 
ction génératrice ©. 

2. Considérons maintenant les expressions (3), où k =1,2,...,n, 
et désignons par A, la borne supérieure du plus petit des pro- 
duits 4,(p1,---;Pn)y A9( Disco Dnhseees An(Prs-..s Pn) lorsque les points 
D1,Poy++-9Pn Varient arbitrairement dans l’ensemble E 


(10) An = sup {min Ax(P1...Pn)}. 
(p,eE) (k) 


La quantité A, est finie car si l’on désigne par c la borne 
supérieure de ® dans # on a 
(C= 
a—1 


Ay (Pyy+++3Pn) <E 
pour chaque k=1,2,...,n et chaque systeme de n points 
Pu---,Pn de E. Je dis que: 
II. La suite 
Cz 
a—1 
(11) ôn =Va,, W=a, ur. 
est convergente et tend vers l’écart v(E,®) de l’ensemble E. 
Démonstration. Soit n>a. A chaque e>0 on peut 
faire correspondre un système de n points de E, soit py, Pa, ..., Dn, 
tel qu’on ait 
Sia À (Prise. Dr) + €, QUE RE en: 


On en déduit l'inégalité 
(nae) < [Í Aa(Pay ++ Pa) 
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et en vertu de (6) et (7) 


(4,—€)" <[V(P1---;Pn)] < Vn. 
Puisque e>0 est arbitrairement petit on a AE UE T 
qui entraîne l’inégalité 
Ae (co) < ya) pour n=a+-1, a+-2,... 
D’autre part 4„,=V, en vertu de (4) et par suite 
(12) On; pour n=a, a+ 1,... 


Soit maintenant q,,...,4, Un système de n points de E pour 
lesquels V„=V (q,,...,4,). D’après (5) on a 


Vint oe ayers On) Vai pour, K=1.5..5% 
et par suite 


Vh a tnin Ado nk LE < Aii: 


Pareillement 
J n—1 <= Ans „| n—2) 


V eta S Aga "Va; 
Ka c= Az 
ce qui entraîne l'inégalité 
RSAT PAT MA 
doù Pon déduit la suivante | 
(15) EA pote). gla) ae sot i io). 
Désignons par d, le membre droit de (13). Puisque v,—v(£E,®) 


il suit de (12) et (13) que 
1 


a— n—1\ fn\ 
(14) d = rhe ) hen a) | LUE De) or @). 


ce 


Soit e un nombre positif quelconque et 7;,...,pn UN SY- 
stème de n >a points de E pour lequel 


dis mie Ay Dr) Ge 
k 


GENERALISATION DE L’ECART 39 


La différence 4,—e est, quel que soit k=1,2,...,n—1, 
plus petite que le produit (3) et celui est égal a 


AI D( (Pr Pi Pig Pie)" LL P( (Dry Pny Pizy +++) Din) 


teg de —1 I<ig<...<igga—t 


es +k) (i, +k) 
d’où l’on déduit l'inégalité 


ISi: 


dn—e< {min APACE ANDRE) JI D (Dk; Pny Dig "+ Pta). 
(k) E <u loi 


(tx + k) 


Le dernier produit contiert (is 2} facteurs ©; en dési- 


signant par c le maximum de la fonction ®(p,,...,pe) lorsque 
les points p;,,...,p, varient dans Æ on tire de l'inégalité précé- 
dente 


(3 —2 
«c—2 
A,—e< 4,41 "0 


et comme e est arbitrairement petit 


1—2 
Ap < Am i =?) 


? 
d’où l’on tire 


(15) 6,265 PARĄ 
ou 
nm—at+ 1 
(16) ‘n= —— <1 car a>2. 


Or, il résulte de (12), (14) et (15) que la limite lim 6, existe 
et que 


(17) l lim 6, = v(E, ®) 


n->oo 
en vertu du lemme suivant: 


5. Lemme. Si une suite (an) à termes positifs remplit les 
conditions 


1° lim sup a, < v, 
1100 


20 Dn =|a, eee hy —> b, 


3 at p — a + C s N — 1, 9 eee 
wel "> "R ? 
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où ry=(n=a)/n, a>l, e>0 et v>0 sont des constantes 1), 
alors la suite {an} est convergente et tend vers v. 


Démonstration du lemme. Posons 
a =lim inf a, < lim sup a, =f 
et désignons par R„, le produit r,:7»11...7h18. Étant 


R i a ANa n+ k—a 
A y n+l n+k 


pour # >0, 
d'où l’on tire 
n— a n— a+ 1 n— 


nate n—atkt+2 ntk 


R,» = pour k>a, 


on voit que 


lim he = l Gio inant Ry =O. 
n->oo. k->oo 


De Vhypothese 3° on tire 


< anti.n nti s gn. el En, 
a Lan ( SU,” € ; 


n-+-2 n+1 
— an+. pl Tnt < nln,2. pl En? 
0643 G13 . = vd Ć 


et genćralement 


= „A 1-3 
(18) = An- C nk, k=0,1,. 


ŚR EE, e 


d’où l’on déduit, en faisant tendre k vers linfini, f <c. 

Supposons qu’on ait a<f et soit e un nombre remplissant 
les conditions 0<€<c—a. D'autre part, soit m,,m,,... une 
suite croissante d'indices tels qu’on ait 


€ 
dn maa pour N = Mi, Mo,..- 


D’après (18) on a quel que soit k=0,1,.:. 


/ E Rn,k 1—Rn 
On--k--1 <|a+— C pour n = Mys Moss. 
\ ża 


et puisque 


n—a ec = 
Rak > 5) = Bng 


: 


1) a étant un nombre entier. 
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et que ee ike on a quel que soit k 


a + e/2\Æn,k 
(19) nei < (TS) 
Le membre droit de cette inégalité est plus petit que a+e 
lorsque n est grand (k étant fixe); d’autre part, il est plus 
grand que a+ € lorsque k est grand car il tend vers c lorsque 
k—> co. Désignons par 


"© pour n = M; May... 


k(n) pour n=my, Mo, ... 


la plus grande valeur de k pour laquelle le membre droit de (19) 
ne surpasse pas a-+e. Par suite 


n— «a | 16 at el? D a+ € 
= k(n)-+1 Sesto SZR À 
d’où 


n— a | / log c—log (a+ €) 
n—a+k(n)+1~ V log c— log (a+e/2)' 


Désignons par 7 le membre droit de la dernière inégalité. 
On a 0<7<1 et 


1— a 
E el. 
4 
d’où l’on tire 
Ur EON l—n 
(20) lim duż, = zal OÙ N = Mi Ma,... 
noo M g 


Considérons maintenant les termes 
n+k 
Untk = Var- 09... On th Bi 
n = al 
=(Va, "Olą... Ty te AGRO ONY ak 
OÙ Nn =M; Ma... et k=k(n). D’après ce qui précède les termes 
Anti; Un+2,-::,07--k Ne SUrpassent pas a+e done 
a L 
28 oa SA où k=k(n). 
En faisant tendre n vers l'infini par les valeurs my, ma,... 
on tire de (20) et (21) et de lhypothese 2° 


) 


pZy'(a+-e)' " 


42 F. LEJA 


ce qui entraîne l'inégalité v <a+e. Mais, il suit de hypothèse 
1° que <v done B<a-+e et comme e est arbitrairement petit 
ona a=f. 

D’autre part, il suit de 2° que 


a= fp =v 
donc le lemme est démontré. 


4. La fonction v(E,®) constitue une généralisation des 
certaines constantes liées aux ensembles. 

Supposons que l’espace À soit le plan et que M(p,,p.) soit 
égal a la distance cartesienne des points p, et p; alors v(H,®) 
se réduit au diamètre transfini de l’ensemble E introduit par 
M. FEKETE [Math. Zeitschrift, t. 17 (1923), p. 228—249]. 
Dans le cas où R est l’espace a 3 dimensions et 


1 
D (Pi, Pa) = € durs 


où |PıPo| est la distance des points p, et pa, on a 


1 


v(E, ©) ZE 


où d(H) est le diamètre transfini introduit par MM. G. PoLYA 
et G. SzEGÜ [Journal für Math., t. 165 (1931), p. 4—49]. 
Soit maintenant R lespace de deux variables réelles ou 
complexes, p, et pa deux points de cet espace et 
l 


© (pı, Po) = la valeur absolue de 5 


wy ‘ y 1 


Los Yo 


où i, y; sont les coordonnées de p;; alors v(E,®) se réduit 
à l'écart de l’ensemble E par rapport à l’origine des coordonnées 2). 
Cette dernière constante joue un rôle important dans l'étude 
des séries des polynomes homogènes de deux variables: 


? 


En od ae niet ce onde CL 


2) C. R. Paris, t. 197 (1933), p. 21—22 et Bulletin de l’Acad. Polon., 
Sc. mathém., Cracovie 1933, p. 453—461. 


SINGULAR ELLIPTIC-PARABOLIC PARTIAL 
DIFFERENTIAL EQUATIONS 


By W. J. TRJirziNsky (Urbana, U. S. A.) 


1. Introduetion. Parabolic partial differential equations, 
even the „regular' boundary value problems related to such 
equations, have been investigated rather incompletely. Not 
all the different varietes of parabolic equations appear to be 
of equal importance. Thus, the field of hyperbolic parabolic 
equations (practically undeveloped) appears to be less impor- 
tant than that of equations of normal parabolic type and of 
elliptic parabolic type. Regarding classification of differential 
equations 


n n 
ZW c" + cu 
L(u) = 2 ig > T > b; + cu = f 


CH; 


(di, bis C, Í simów Of OBL n iN a domain D) 


of parabolic type in the three indicated subtypes, the reader 
is referred to a work by N. PISCOUNOV *), in which there 
is developed a theory of regular boundary value problems 
for elliptic parabolic equations of the form 


Lu =" sdb o pee 
A To CET SER 


(a;, €, 9, 7 functions of 4,,...) Ym, L), 


1) N. Piscounov, Problèmes limite pour les équations du type ellip- 
tico-parabolique. Recueil Mathématique, t. 7 (49), N. 3 (1940); pp. 385—424; 
this referred as (P). 
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and it has been indicated that the results obtained can be 
extended to the general elliptic parabolic equation. The problem 
treated in (P) is ,regular” from our point of view, because 
the boundary S of D has been assumed subject to certain 
conditions of regularity, while the coefficients of the equation, 
together with an appropriate number of their derivatives, 
have been assumed continuous in D+S. It is of interest to 
note that regular problems of such type have previously 
occurred in a number of developments (on Brownian move- 
ments) due to KOLMOGOROFF (see references in (P)). 
We shall study elliptic-parabolic equations 


m ni 
= d'u 1 du 
> Oyj (0, y) ae de > b;( Uv, y) A = 
ee Obje j aa Cd; 
(1.1) i, j=1 F i=1 
YJ ou 
+ > bia, y) + + c(w,yju = f(x, y). 
i=m+-1 sve 


Here the coefficients are functions of 


B= (Dy. Um); Y = (Ymt13..3 Yr) 


(n>m>3), defined for (x,y) in a bound:d n-dimensional do- 
main D: 
| x in B, Cy SYS Co (7=m-1l,...,%), 


(1; < laj), where B is an m-dimensional domain. The boundary 
of B is allowed to be irregular. The operator 


m 
` 3-u 
2 diy (T, Wa on, 
i, j=1 O: 


is assumed elliptic, in x, for x m B (when Cy, SY, SE 
boundary of D will be designated as 
S=C ais Py + Pa, 


where Pı, Pa denote the portions of the boundary consisting 
of points (©, y) for which 


ap) The 


ją = On i == fig; 
vj ye Vj ej 


(j=m--1,...,n), respectively; C is the ,,cylindrical” part of 
the boundary of S; P,, P, are the „flat ends” of D. 
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The coefficients involved in (1.1) (f included), the first 
order partials of the b; and the first and second order partials of 
the ay are assumed to be continuous in D + P, + P.; these coeffi- 
cients and the mentioned derivatives may become infinite near C. 
It is the latter circumstance that makes our problem singular 
(the coefficients are not even defined on C). 

We arrange to have Det. |(a,)|=1. 

In the Fundamental Theorem 4.31 it is established that 
(1.1) can be transformed into a regular integral equation of 
the first kind, provided 


(n) 
(1.2) | | f(@,4)|dady <co. 
D 


This equation is obtained by dividing the integral equa- 
tion (3.8) by a suitable regularizing function, which we obtain 
explicitly. 

The results of the present work can be easily adapted 
to the case when the condition (1.2) is deleted (see the Note 
at the end of section 4). 

In section 5 we study problems of closure in connection 
with the integral equation of the Fundamental Theorem. 

In section 6 (Theorem 6.23), with the aid of a different 
method, the equation (1.1) is transformed into an integral 
equation, in appearance of the second kind (but in general 
irregular). 

In section 7 (Theorems 7.20, 7.21) explicit conditions 
are found (relating to the orders of infinitude near C of the 
coefficients and of the previously indicated derivatives) under 
which the integral equation of section 6 is a regular Fredholm 
equation (after a suitable number of iterations). 

It may seem paradoxical that (1.1) can be transformed 
into a regular integral first kind equation without any condi- 
tions in addition to those stated explicitly subsequent to (1.1), 
while additional conditions appear necessary when in trans- 
forming (1.1) into a second kind integral equation we wish 
the latter to be a regular Fredholm equation. This is due to 
the fact that regularity of an integral equation of the first 
kind means much less than regularity of an integral equation 
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of the second kind — the equations of the first kind being 
more difficult than those of the second. 

Our present work is somewhat analogous to our previous 
investigation of singular elliptic and normal hyperbolic partial 
differential equations ?), in the sequel referred to as (T,). In (T,) 
the singular elliptic case has been treated rather comple- 
tely, while the more difficult hyperbolic case — less so; in 
the self adjoint case the study of these problems, as given 
in (T,), has been facilitated by the use of orthonormal se- 
quences of characteristic functions, arising from suitable ap- 
proximating boundary value problems; in the present work we 
lack similar sequences. 

In these pages we shall also make use of our earlier work 3), 
in the sequel refered to as (T.). 

We shall finally remark that the results of the present 
investigation can be easily adapted to equations of purely 
elliptic type, when we let n=m. 

Incidentally, section 2 of our work (T,) ts to be replaced 
by the following result. 

Given a kernel K(x,2) = w(a, z)7r—% (a, 2) [%, 2 points in a boun- 
ded a-dimensional domain B(0<a<m)], with r(x,2) = distance 
between %,2 and 

w,(2,2) = | (a, 2) PHI 


[the latter superscript denoting the »-th iterant of |w9(x,2)| 
over B] existing for some q> (m—a) "m and for v equal the 
least integer > (m/p—a) ‘a (1/p—1—1/q), then the »-th ite- 


rant K,„(a,2) of K(a,2) will satisfy 
|K,(©,2)| < cwy”(0,2) (some constant c). 


The above result has been made use of in proving the Funda- 
mental Theorem 4.23 of (T,), as formulated in (T,); it is also 
the above version of section 2 of (T,) that is involved in the 
developments of the present paper. 


2) W. J. Trjitzinsky, Singular elliptic and hyperbolic partial diffe- 
rential equations. Recueil Mathématique, t. 20, N. 3 (1947), p. 365—430. 
3) W. J. Trjitzinsky, Analytic theory of singular elliptic partial 
differential equations. Annals of Math.; vol. 43, No 1 (1942) pp. 1—55. 
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2. Preliminaries, Consider the operator 


n 


= ou U du 
(21) Ilu) =E(u) + Ż ban) z + 2 tes) + clay) 
Ei t! i=m+ : 
where 
m 4) 
(2.1 a) ŻW) > aylw, y) ano : (ij = Qji). 


b © Oj 


i,j=l1 
Of importance will be the quadratic form 
(2.2) A(«,9;p) = D ey (2,Y) Pips, 
i,j=1 
definite for (x,y) in D. 
The adjoint of Z(u) is 


L'(v) = E'(v) =D (biv) DE (biv) + cv, 
(2.3) I= R i=m+1 £ 
Eo) =2 OW, OC; ue) 
i, j=l 


We shall use the function /(a,z;y), as in (Ty; pp. 4—5), 
the function previously introduced by J. Hanamarn for 
hyperbolic equations; cf. reference in (T,). l'(x,2;y) is the 
square of the geodesic distance related to the quadratic diffe- 
rential form 


(2.4) H(a,y;dx) = > hy (w,y) da; da; , 
i,j=l 


where h;;(x,y) is the element in the i-th row and j-th column 
of the inverse of the matrix (a,(%,y)) (1,j=1,...,m); that is, 


(2.4 a) (hij(@,Y)) = (aylw, y)) 1 


With 2,x denoting any two fixed suitably near points 
in B we have 


250) Vr(a,z G,2;y) = [VA (x,y; dx); 


Cly) 
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here C(y)=C(a,z;y) is the geodesic, joining z and a; C(y) is 
the curve for which the first variation of 


z 


vanishes. For the geodesic through 2 one has the equations 


ax; 1 © 
de 2 9p, 7 US p)= > Oila 2, Y) Pv, 
> U | PIN Aas es BUD 
ds 20m EA A 7 D Avr (L,Y) Dv Px, 


under the conditions 


vı =z; (for s=0), pr Po; (for s=0), 
i) Din + pe + 0. 


(2.5 a) 


For a geodesic arc C(#,2;y), with «,ż fixed, the p,, will 
depend on x,2,y. Along a given geodesic the forms 
A(w,y;p), H(%,Yy; s) 
(æ; —dx;/ds; from (2.5)) are constant. /'(x,e;y) is expressible 
as follows: 
(2.6) I(x, 234) =A(2,y;q) = 8° A(z, 4; Do) 
| = s*4(0,y;p) = SH(z,y;@(0)) = SH(x,y; ©); 


here 
7, = 8Po;3 Po — (Popo Dom); 
for v suitably near z one has 


mi 


(2.6 à) (45259) = > how | Cie 2]) 0] — 2; T 


i, [= Fe 
with the principal part displayed; l'(x,2;y) is symmetric in #,2. 


If is a surface in D, the transversal derivative with 
respect to S is defined as 


| da, b +2 Dy, a 
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where 


aL, oa | dy, = 
A = > GT, Y) Mx 5 pra = > Win (0, Y) t= 0 (7 >m), 
i=) ==] 
the x, denoting direction cosines of the normal to S; one has 


= SS hin (0,Y) ie 
x 


I, =l 


a 
to 
=] 

w 

Q) 


Accordingly, the transversal direction is at right angles to 
each of the yaxes. A transversal direction cannot be defined 
on any surface lying in the manifold y= const. (j=m+1,...,n); 
however, on such a surface 


(2.8) Z — (0) 


(on such a surface Ti =.= um: 0). 


With 2 fixed in B, let D(z z) be a domain containing all 
the points (z,y) (for €, SYS e zy) and consisting of the interior 
of the surface S°(z), lying in D, consisting of portions P{(z), P$ (2) 
of the boundary of D for which 


(2.9) Y= Cy (4 = m); Yj = ly (MEK 
respectively, and of a portion C°(z) of the surface 
(2.9 a) r(x, zy) — 0 =0. 


Here o=og(2), >0, is independent of y and is to be taken 
sufficiently small (a more precise statement in the sequel). 


As a consequence of (2.8) 


(2.10) -T(«,2;y)=0 (on Py(e), F° (2). 


JE 


For the direction cosines 2,,...,2m on C*(z) one has 


e Tm me, 1 a 
(2.11) c UE ca," (7,259) OG aay) (i =1,...,m), 


jez i A ih TE ony? 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII. 4 
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(a>0 for the inner normal). The x,(j>m) do not matter; 
in fact, by (2.7) and (2.11) 


9 } RO 
7, 1 (@,2 5 Y) ==> Chix ( L,Y) On; on, — I(x, 25; y) 


WADY Z FA S 
(on C°(2)) 
inasmuch as it is known that 
A(x,y; IL dx) = 4r (%, 234). 


Thus, when x is a constant, 


i o tu o 
(2.13) zT (2%, ż;Y) == — T'(w,żjy) (on C*(2)). 


3. The transformation. The fundamental formula for L, L’ 
(ef. (2 1D) (23) 18 
(n) 
ferw — uL'(v)) dr dy = — 
(3.1) (n—1) À : 
u v 
-f E Sad on -E m as (x,y) 


[lap 42 T E ee. FRG — element of surface]; 


the superscripts in (3.1) indicate the dimensionality of the 
integrals; the first integral displayed is over a connected 
n-dimensional region (within D), the second is over the surface 
(assumed to be suitably smooth) bounding the domain; 


A a O bi 
(3.1 a) => ub D Ti eat 


here the x; are the direction cosines of the inner normal; the 
formula is valid for any functions u,v regular in the domain 
and on its boundary. 


Suppose u is a solution in D of 


(3.2) L(u) =f(w,y), 
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regular in D and on P,,P,, but not necessarily on (3 
near C u may become infinite. We arrange to have 


(3.2') Det. |(4;;) | = 1. 


We apply (3.1), with the domain D°(2) and this function u; 
v is as yet undefined. One has 


(3.3) foi- uL dady =Q°, 
DY (2) 
where 
ża du .ov zj Py, 
(3.3 a) Q =— f Dee + luv|dS(x,y). 
St (z) i 
We let 
(3.4) vo(w,żzy)j=[1—o0*T(wvzzy)f; 0 (for I" > 9°). 


As a consequence of (2.9 a) 


(io) Do(T,Y; 2) = 5 Volt, 23y) = 0 (on O° (z)) 


(derivation with respect to x). By (2.8) 
5 git 
5) 3% bę(7,2;y) =0 (on Pi(2), P$(2)). 


We define v(x,ż;y) as 


(3.5) U(%,25Y) = 0o(%,2;Y) pY), 
where 
Pln) = JT (u,—04) (Co, —Y,); 


(3.6) j>m 
p(y)=0 (on Pi(e),P$(2)); p(y) >0. 


By (3.5), (ig), (lig) it is inferred that 


3.6") À v(an,23y) = 0 = v(0,259) (on S%(2)). 


In view of (3.4) v=0 for I >o*. One has 


(3.7) Q°—0. 
4* 
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Thus the postulatcd solution u of L(u)=j satisfies the first 
kind integral equation 


(n) 

Jf u(a,y) Ka, y2) dr dy = fe), 
(3.8) i (n) 

fe) = ff(a,y) v(a,a5y) dady, 


(D 
where 


(3.8a) K(xr,y;2) =Liv(x,2;y) (for (x,y) in D*(2)), 
K(a,y3z) —0 (for (x,y) in D—D°(2)), 
(3.8b) v(x,2;y) =the function (3.5) [cf. (3.4), (3.6)] 


for (æ,y) in D°(2); v(a@,2;y) =0 for (x,y) in D—D'(e). 

K(%,y;2) is regular in D and on P,, Pa; however, K(x,y;2) 
may become infinite in the neighborhood of the ,,cylindrical” 
component C of the boundary of D. In the sequel we shall 
give explicit steps for regularizing the integral equation (3.8). 

We shall now look into the converse of the statement 
(3.8) —(3.8 b). For (a, y) in D°(z) one has 

0 <T (x,2;y) o*(2) <1. 
Whence in view of (3.4) 
0 <0 (%,25y) LL ((wy) in D*(2)). 


Thus, by (3.5), (3.6), 


(3.9) 0<v(w,zzy)<p(y) ((x,y) in D®(z)) 
and 
(n) 
[ P(a,zzy) dedy <oo. 
D 


Accordingly t(x,2;y) has an orthonormal ,base”; that is, 
there exists an orthonormal sequence 


(3.10) PATATE (TU)... 
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so that 
(n) 
(3.11) Play) o(@, 254) dr dy = 0 RZĘS 4) 
D 


and that every solution WY, with integrable square in D, of 


the equation 
(n) 


[ Ya, y)v(c,zzy) drey =0 
D 


is expressible in the form 
(3.12) Pay) > e P,(a,y) 
| ai 


(some constants cC», with CZ +... convergent); here and in 
the sequel ~ denotes convergence m the mean square m (x,y). 

Suppose now u is a function satisfying the integral equa- 
tion (3.8) and with the first and second partials continuous m 
D+P,+P, (C possibly excepted). Define g by the relation 


g= L(u). 
In (3.1) (for D°(2)) we substitute this function u and for v 


the function (3.8 b); by (3.6’) one obtains 
(n) 
f(rL(u) — uL'(v)) dx dy = 0 
DY (2) 
and, in view of (3.8 a), 


(n) (n) 
Jule, u) K(a,y;2) dudy = f gw, y) v(a,25y) dx dy. 
D D 


By hypothesis the first member here is /*(z). Thus, as 
a consequence of the definition of f(x,y) in (3.8), 


- (n) 
J Lg(æ, y) — f(x,y) lvls, 25; y) dr dy = 0. 
D 


By virtue of the statement (3.12) and provided f(x,y)CL, 
in (x,y), 


g(2,y)—f(2,y) D Play) (++... <oo). 
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We may therefore assert the following. Every solution u of 
the integral equation (3.8), as stated in the italics subsequent (3.12), 
satisfies the ‘differential equation 


(3.13) L(u)=f +h, 
where 
(n) 
(3.13 a) - fray) v(w,żzzy) dx dy = 0; 
D 


if L(u)—f is of integrable square over D, we have 


h ~> Cy Fy 9 


V 


the W, being from the orthonormal base (3.10). 


4. The Fundamental Theorem. In view of (3.84), (2.3) 
and (3.5), (3.6) 
92 


K(«,y;2) P23 m Oa; (diy Uo a> ne (div) + EPV — 


i=1 


pe A (bi Vo P) 
i>m i 
since 
Op (c,,+¢,,)—2y 
4.1 — = pn; A ROUE Seal 
l ) dY; A p (y= 6.) Va MN 
one has 
Kley) = 2 m Seay (it) oe zz (bev) — 
age Iy. (bivo) “ess ic 
i>m i>m 
accordingly 
A sone tae TUT 00 CD 
EWIE) p(y) => ji ae Ji D ARE PA 
(4.2) i,j i=1 


ons Mo BUKA 


i>m 


Qt 
Sl 
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where 
À K Êi =. p 
bD = TR Se, (a, =© for 4 > m), 
(4.2 ak 
© ; a 
TA Ixi Ox; On; dj Se D dy. a7 ce WIE 
i=1 i>m : i>m 


We define R(x,2) as the Euclidean distance between x and z, 
while d(z) will denote the distance from z (z in B) to the frontier 
of B; we shall frequently use the designation C, for the n-dimen- 
sional ,cylinder” consisting of points (x,y) such that (with z 
in B) 


_ az ) — — ? 
LR (as < < D 3 C SY; Sly; ]=Mm--1,..., nh. 


By a reasoning of type used in the sequel in connection 
with (6.5), (6.5a) we assert the following. Without any loss 
of generality it is arranged to have Det |(a;;(x,y))|—1, while 
the b(a,y)(t>m) vanish at the „ends? P,, Pa of D sufficiently 
fast so that, for some ams B, (2), independent of x,y, one has 


(4.2b) | b(x,y) pily)|<By(z) Lim; for (x,y) in C,ond z in B]. 
On writing 

T= pneu, En (i <m) 

EB, EB r daje pap 
'j=0 By, (J>m), Ty=e FATA 
we obtain 
ob, 

Vo= (1 — Tr}, dm ALES NS 

(4.3 a) Ry, | 
Toran E he cle Ui 


consequently by (4.2) 
KOPE. = AMS 
LEON ie 2(1 n2 Qij fij "2 ay TT — 
(4.4) í | 
—2(1— 17) D br te(L— r); 


i=1 
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since 4l = A(x,y; 01" ;dx), one has 


(4.4 a) D Qij titi = tor = Los. 
i,j 

Notation 5.4. Here and in the sequel c* will be a generic 
designation for a positive constant (independent of the parc- 
metric variables y,), At times c* will be supposed suitably small, 
at other times — suitably large; whichever is the case will be 
apparent from the context. 

We let ao, bo, œ be functions defined in B such that the 
aij, bi, ©', involved (4.2 a), satisfy 
ae a) | az(z,y) |  lbho(£), | (X,Y) | < bo(2), 

Je(a,y)|<eolz) (x,y) in C252 in (B); 

we let r', 7’ be functions of (x%,y;2) so that 
(4.5 b) reje nis lieg a r safowafcyjacn D. (2); zin B) 

We shall always choose a,(z)>1. 


In the sequel we shall elaborate on r’, r” and shall specify o 
as a positive function of z. 
We observe that for (#,y) in D°(z) one has 


O<r<1, O<1-re<l. 


Thus, in view of (4.4), (4.4 a) 


(4.6) | K(a, ¥32)|— <2m aor” + 2n boto + 00+ 80-27 


1 
ply) ` 


for (x,y) in D° (z2) and z in B; since K(s,y;z)=0 for (x,y) in 
D— D° (z), (4.6) will hold for (x,y) in D, z in B. 
On taking account of section 2 we obtain 


ð- 
(4.7) za ew = 2hi(z,y) + Ag(0,2,Y), 


where 1,%,2,y)—0 with R(x,2). We write 


Gi 0,y) = ylz, y) + dy , 
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where 
|a,|<G (a to be specified in the sequel), 


and note that by (4.7), (4.3) 


m 
> tjt, y) lis TE TE 20 (%,1 2) 2 GTV) A; | À 
az i, j 


with 
(0, Y2) = ŻY Gy hilz, y). 


i,j 
Substituting this in (4.4) we obtain 


È ] 
K(x, y; z) — + 4(m+ w)(1— r)o = second member 


(4.4) pU) 
in (4.4), 
with ry replaced by 7;;, where 
(4.7 a) Fy = Ay o~?. 
We adjoin to (4.5 b) a function F” so that 
(4.5 b’) |FGI<F (for (x,y) in D*(z); z in B). 
Thus in place of (4.6) it is inferred that 


K(w,y;2) my + 4(m + w)(1—r) 0 | < 


< 2m? ag F” ++ 2n bor’ + Co + 8072r. 


(4.6") 


We shall now adapt some of the results in sections 3, 4 of 
author's work (T;) to the study of w,0,I and of the first and 
second partials of I. 

Applying (T,; sections 3,4), we replace the A; of (T) 
by the ay(a,y), thinking of Yym4i,...,Y¥n as parameters, fixed 
throughout the discussion. 


Notation 4.8. We write (in agreement with (T,)) 
0 <u(2)=1:b-A(z,y; x), 
4.8 a) 0<u(z)=l-b- X| X aple, y) x), 
B 
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where the bounds are independent cf y and are taken subject 
to the condition a#+...+a2=1; 


(4.8 b) uz3(2) = e* {a2 (2) a,(2) + [a,(2) a? (2)-- cz (2)a,(2)] d(2)), 


S 


(4.8 c) a(zj=u-b-|ay(z,y)|, af?) =u- b. = Py ayle, y) 
Vy ove OL}, 


QG) 


(for (x,y) in Cz and z in B; s—0,1,2). 

Offhand it is not clear that positive (2), u(z) independent 
of y exist so that (4.8 a) holds. This matter is settled affirmati- 
vely with the aid of (T,) (cf. (4.14), below). Theorem 3.7 in (T,) 
ylelds 


Theorem 4.9. One has 


(4.9 a) 0 < 6,(2) < Fes < Ô(2) 


jor z in B and for (a,y) in D°(2), that is for 


(4.9 b) VI'(x,23)y < o(2), Ci SY; Ely (7=m-+1,...,%), 


where 


2(m eae LE Ut pe de 
(490) A(z) =e, de) = Te legie) + ale) 
and olz) is any funelion such that 
ju '2(2) i woz) ule) : jele(z)d (2) 


(4.9 d) U= Ol rc" 


"MOS ee ee ea io 03 
a, (2) CAC Vaste) + ule)’ 
furthermore, D°(z) lies in the „eylinder” 
C ABl, 2) <d(2)/2; c, Ly, LC, 
and one has 


(4.9 e) Cylinder £R(a,2) <ó(2)o(2); CZY, ea CD (2) 
C Cylinder {k(x 2) <6(2) (2); C LYC) 


Adapting the Corollary 3.9 (T,) to the present case, by 
folowing its proof we observe that the conclusion of, the 
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Corollary holds, with € involved in the conclusion of the 
form c*. Thus one has 


Corollary 4.10, With the lower (upper) bounds in Theorem 4.9 
denoting not necessarily the greatest lower (least upper) bounds, 
choose m, u, Ag, % SO that 


(4.10 a) u(z)£l, wlz)<1, afe)>1, a,(2)> is 
Then o(ż) of the Theorem may Łe chosen as 
il 
(4.10b) o(z) = CITE (2) u(e) O. T= A 1 4, 070+ aga, d. 


As a consequence of (4.10) of (T,) 


à ð . 
(4.11) CEZ 


<g,(2) R(w,2), gy= 4 09" 
for (x,y) in D°(z); thus, in agreement with (4.3) (4.5 b) one 
may take 
(4.12) r= 07? (2) g (e) R(x, 2). 

In accordance with Lemma 4.19 of (T,) we choose u, u as 
(4.13) wz) =y age), y=c*; 
(4.14) u(2) = ya re), y=c*; 


c* suitably small. 


Comparing (1), subsequent (T,; (4.16 b)), with (4.7) and 
noting that H(z) of (T,) is hyfz,y), we obtain 


=) 
Aly 29,8. 


Thus, in view of (4.7 a) 
|F| = [24,8 07l; 
on the other hand, by (T,; (4.21)) 
| Jy <g,(2) [a in BAZĘ, from (4.21 a) of (7,)]; 
whence, with (4.5 b') in view, one may write 


(4.15 F = 29729,(2) 8. 


60 W. J. TRJITZINSKY 


Here by (4.21a), (4.21 b) of (T,) we may take 


— ,* ( = | —1n2 p Heys 
g (2) =e* {ana + am—1 ats + (a, + a) enres . 


(4.16) 

Niger (A CN anon een GO, 5) me ee ey, 
where 
(4.16 a) gy = c* emas (GE, OT OOo) 


In order to see the truth of the above one would have 
to go through the details of the corresponding developments 
in (T,), adapting them to the present situation — especially, 
the presence of the ..parameters" Y, The details in this con- 
nection will be omitted. | 

As a consequence of Lemma 5.6 of (T,) one has 


Lemma 4.17. For s=3(2) a possible choice is any function 


such that 
e c, d ê c 
"WER" 1 1 1 
dy Xo dy) dą 
where 
, 1—2m a gy l—m 
e € C Q 
28 10 20 
(4.275) tre a De UŁ 2 jupes 


' agata? Hata * Ay dy ai aa," 
also 0(z) may be chosen as any function such that 
(4.17 c) 0 <p(2) = 4 am ] 


Here G,...,€, are of type c*, suitably small. 

We shall trace the lines of proof of (T,; Lemma 5.6) in 
order to prove the above. 

As in (T,; (5.3)) we introduce 


B=2m2|2); 
on recalling (T,; (4.11)), 
ea) 200 ONE eile Ol ac 
we observe that one may choose 


(a) % = Cao +, 04), B = Celto + à 4), 
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where ¢,, c, are of type c*, suitably great. We take c, in (4.17 b) 
with the desired property and shall justify such a choice in 
the sequel; by (a,) one then has 
(a) exp.(B3) =exp. [¢,8(4@, + a, + dy)] Sexp. (3¢,¢,)=h=c"*. 
It then follows that the condition (T,; (5.3)) for & is satis- 
fied if 
_ 1 


Ash(a, Ash)" 1 <———— 
(49 = ~2m(m!) ? 


where 
0,3 2 i 
A = SMË(M a, 4, V, + M42 V, + A, a, vi). 


By [T,; (4°), subsequent (5.6 c)] this inequality is seen to 
hold if s is subject to the condition 
(a) PCR 

On examining the derivation of (T,; (4°)) it is observed 


that one may choose c7=c*. Now 3 must also satisfy (T,; (5°)). 
The first of these inequalities holds by (4.17a) if we take 


1 


kz „a 


(a4) e Sr E, 


one may take c,=c*. By (4.8 d) 
(Gs) u, < Cy [05 a, + (a + ai t) d], MC": 
The second inequality (T,; (5°)) is 

PZ 30, kuz"; 
in view of (a;) and (4.14) it is satisfied if 

SZ (is Fa pe 00% ASM 

o | e =) EN t lant aa) ©” 
that is, it is satisfied as a consequence of the inequality 

S<s, (s, from (4.17 b)) 


of Lemma 4.17, provided €, involved in (4.17 b) is chosen so 
that 
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By (4.14) the third inequality (T,; (5°)) is 


s<żduy [m ań + $y ay], 
Since a,>1, this will be satisfied by virtue of the second 
inequality (4.17 a), provided 


(a) qi: (m+ Ep). 


This will secure the third (the last) inequality (Ti; (5°)). 
We now turn to (a). By the formula for (A) (preceding (a;s)) 
one has 

A<h(a,a,-- a? + a, a), la 63. 


Therefore (a;) holds if 
y Ga 
NS AJM 
wa l gą 0, + a? + a, Gy 


that is, if in (4.17 b) one takes 
(dg) C3 LC h'. 


We now come to (4.17). It is observed that in addition 
o (4.9 d) o is to satisfy (T,; (5.1)), 


(dy) o Lulr9°3 (s from (4.17 a)). 


In view of (a.) and (4.14) it is noted that (4.9 d) holds, 
provided 
al: —m]2 qël: —5m12 
(ao) @<y'——— Dena care 


MY 
CRE ay a, (aż a, a.) a’ 


(vy 17 of type e*). 


In view of (4.14) the inequality (as) is satisfied as a conse- 
quence of (4.17 e), provided one takes 


1 


(a) 0 < 4 L bq? yis, 


By virtue of (4.17 e) the first inequality (ai) will be secu- 
red if 
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that is, if & in (4.17 a) is subject to the additional condition 
(aio) GL. 


We observe that (4.17 c) implies the second inequality (aio), 
provided 


rr 


8 < — 81 (cf. (4.17 b)); 
4 


thus in (4.17 a), (4.17 b) it will suffice to choose 


1 
LAB 
“4 


( Gg) (9 <= 


The last inequality (aio) will hold if 


in other words, if in (4.17 a) one takes 


FU 
` i 
(944) (4 L 7" 


The above considerations establish that ¢,,...,¢, in Lemma 4.17 
can be chosen of type c*, suitably small. 
By (4.16 a) and (a) one may take 


Oo SCM [0 0, + ai + 490,1; 


in view of (4.17 b), (4.17 a) 
9,85 GG a 


thus, under Lemma 4.17, 


— + J Bs KJ > 
as = C,;, CH SU, dą T 098 S hito : 


here c®, 26, h’, h, (as well as h) are of type c*. With the aid 
of the above formulas from (4.16) we obtain without difficulty 


(4.18) Jo KO am? (aa, + a! + at) c'= c*, 
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By [T,; (2), preceding (4.17)] 
[4,,|=|a,(%,y) — a,(2,y)| < G(2) 5 = 2m vt a(z) a,(2) 5 LE My 4,3 


(for (x,y) in D®(z); z in B), where € =c*. Thus for the function 
w(%,y,ż), introduced preceding (4.4), one has 


| o(w,y,2) | < MT ay a, 8 hol), 


where ii,(z) is from (T,; (4.18)), 


|h(2) | <Ry(2) = a0 (e) | (©=(m—1)!); 
whence 
| o(z,y,2) | Le” ao 15, D = ¢*; 
since Sa,/d <c, (cf. (4.17a)), we thus obtain 
(4.19) | o(2, y, 2) | SA 8 lad, D = e, 


By (4.9 c) and (4.14) 


hence, in view of (4.11), (4.14) 
— (* cle | ki, 
and, in consequence of (4.12), for 7’ one may take 
r'= pc ak az" (2,2). 
Now, by (4.9 e) 
R(a,2) <6(2)o(2) (for (a,y) in D*(2)); 
whence r* may be given as 
o1e* ae qiemh 6, 
Now, by (4.9 c), (4.14) we may choose for ô 
6 = c* aż ; 
accordingly, one may take 07’ as 


o* a'h gam! | 
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Using (4.17 e) for o and the inequality 
=o <6, (cf. (4.17 a)), 
as an admissible choice we obtain 
(4.20) er’ = ct ahari d Set amd 
(we note that a <a). From (4.15), (4.18) it follows that 
oT '<c* ajm * (a, a, + a a, 4,)8; 
NOW @)8<a,8<¢,d (cf. (4.17 a)); thus 
(4.21) CM < e*m (a ada aga, ) 0 


By (3.6) and (4.1) 


(4.22) |pi(y) |< poly), 

where 

(4.22 a) poly) = e* > la, —eyl"ly;— ea ft; 
j>m 

moreover, 


0 <p(y) £e* 
By (4.2 b) for B, one may take a function such that, for + >m, 


(4.22 b) ble, y) poly)|<Bolz) [(a,y) in Cz; z in B] 


Notation 4.23. Let by, bi, cy be chosen so that 
Ob{x, y) | 


(4.23 a) | bv, y) |< bolz), | 


Ea W, "za oye), | c(x, y) | £cy(2) i= reer (x,y) in c 


For b of (4.5 a), as a consequence of (4.2a, b) and (4.22), 
one may take 


bo(2) =c*(bo(2)  a,(2)), 
colz) = c*(a2(z) + b1(2) + Co(2) + Bo(2)). 
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(4.24) 
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Since by (4.17 a) 
3 a < c* a’, 
from (4.17 c) we obtain 
(4,25) o*(2) <e* ag" ""(2) d(2). 
By virtue of (4.6') 
(4.26) K(x, y32) o°(2)= —4(m+ w) p(y) (1—r) + w(a, y, 2), 


where 
| w(x, y, 2) | <e* [aof 0? + bor o? + co 0? +1] p(y). 


As a consequence of (4.21), (4.20) and (4.25) 


| w(x, Y, 2) ace tar 2(a, a, + a? + 44) dy + 


4,27 , , 
EUT baa) og 2-18 + fejas "AP(2) +1) = otoa). 


In view of (4.19) the first term in the second member 
in (4.26) does not exceed 


(4.27 a) c*w(z) = c*(a™—1a,d +1). 
Thus 

(4.26') | K(x, y; 2) o(2) |< e* (w%(z) + wy(2)). 
By (3.9) 


WE GR aeS; 
hence f*(ż) zn (3.8) satisfies 
(4.28) |{*(z) |< e*, 


under the supposition (which we make) that | f(x,y)| is integrable 
over D. Since v(x,2;y)=0 in D—D'(e) and hence in D—C,, 


one has 
(n) 


(4.28 a) [f-(2)| <e* [| f(x,y) |dzdy = folz) 
Cz 


for z m B, even tf 


(n) 
J ft, y) dx dy = oo. 
D 
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In order to regularize the kernel in the integral equation 
(3.8), we multiply (3.8) by 


0°(z) (wz) + wą(2))77, 


obtaining r 
(4.29) fuan) T(x, y;2)dxdy = F(z), 
where ji 
(4.29 a) T(x, y32) = ane | 
*(z) o*(ż 

(4.29 b) F(2) = Tope 

In fact, by (4.26') | T(#,y;z2)| satisfies 
(4.30) | T(x, y;2)|<c* ((a,y) in D; z in B). 

On the other hand, by (4.28), (4.25) 

ae 4 


| F(2)| <c*Fo(2z)=c* wart 


where (by (4.27), (4.27 a)) one may take 
F,(z)=a""AN""(2), N(2)=a ‘ad+ 


| dy À( ao dą ++ a; J- Ap) + bo aon ad d + Co j'aie Tee 222, 
that is, 
(4.30 a) | F(2)|<c*aq TA<c*d'(2)<c*; 


accordingly F(z), too, is bounded in D. 


The Fundamental Theorem 4.31. The integral equation (3.8), 
related to the differential problem L(u) =f (|f| integrable over D), 
can be written. m the form of a regular integral equation of the 
first kind 

(n) 

fula,y) T(a, y32) dx dy = Fz) 

D 
(cf. (4.29 a), (4.29 b) and (4.26), (4.25), (4.27), (4.27 a), (4.28)), 
where the kernel T(x, y;2) and the function F(z) can be effectively 


constructed. 
5* 


68 W. J! TRJITZINSKY 


Note. A corresponding result, when jp |f|dædy =œ, can be 


D 
formulated on the basis of the considerations which led to 
the above Theorem and of (4.28 a). 


5. Properties of closure. We shall use following definitions. 


Definition 5.1. It will be said that u(x,y) is of class R if u, 
L(u), L'(u) are continuous m D and in every closed subset of the 
portions P,, Pa on the boundary S of D. 

If uCR, then u, L(u), L'(u) are continuous in the closed 
set D®(z)+ S*(2). When uCR the following integrals exist: 


(51a) | L(u)ola,z;y)dady, |ula,y) Li (v(x,;y)) dedy, 
D D 

(5.1 b) /T'(u)ol(a,zzy) dody, | u(a,y)De,y(v(x,2;y)) dr dy. 
D D 


Definition 5.2. It will be said that „u is a left solution R 
(or some other class) of K{x,y;2)”, if uCR and 


Jula,y) K(a,y;z)drdy = 0, 
D 
or, „u is a solution R of v(x, y;2)“, if uCR and 
fula,y)o(w,23y)dzdy =N: 
D 
Suppose «Ck; with w2,2;y) defined by (3:5), the second 


member in (3.1) will vanish; we thus obtain 


(5.3) fa ola, szy) dady = |ula,y ) Lx, (v(x, 23 y)) dx dy 


(the integrals are those from (5.1 a)). In this connection (as 
well as in (5.1 a), (5.1 b)) we make use of the fact that v(x, 2; y) 
has been defined as zero for (x,y) in D —D*(z), the same being 
true of 


(5.4) K(x, y;2)=Ly,y(v(x,2;y)), K'(w,y;2) =L,,y(v(x,2;y)); 


for a fixed z (in B) the functions (5.4) have absolute values 
uniformly bounded for (x,y) in D®(z). 
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We have determined v on the basis of the operator L; 
however, actually v depends only on the coefficients of the second 
order partials in L; the coefficients of such partials in L’ are 
correspondingly the same; hence the function v is the same 
for the operators L, L'. With u of class R, in (3.1) we inter- 
change u and v; the second member in (3.1) will become 


(n 
(5.5) - fluo Fw] as, 


where the integral is over the boundary S° of D°(2). As a con- 
sequence of (3.6’) the expression (5.5) is zero. Thus 


(5.6) [L'iue y) 0,254) dedy = fule, y) Lx, y(v(ar,23y)) dr dy 
DD D 


(the integrals are those of (5.1 b)); that is, for u of class R (5.3) 
continues to hold when the operators L, L' are interchanged. 
As a consequence of (5.3) the following is concluded. 
(5.7). If P(x,y) is a solution of v and u, of class R, satisfies 
L(u)= Y, then u is a left solution R of L.(v(x,2;y)) 
[= K(x y;2)]. 
(5.7a). If u is a left solution. R of Ly,y(v(x,2;y)), then L(u) 
is a solution of v(x,2;y). | 
In view of (5.6) one obtains the following. 


(5.8). If (x,y) is a solution of v and u, of class R, satisfies 
L'(u)= ¥, then u ts a left solution R of Lyy(o(a,z;y)) 
[=K (x,y;2)]. 

(5.8a). If u is a left solution R of L,.(v(x,2;y)), then L'(u) 
is a solution of v(s,z;y). 


Definition 5.9. An expression like ,,K(x,y;2) is closed R 
on the left” is to mean that every u(x,y) of class R satisfying 


[ulx,y) K(w,y;2) da dy = 0 
D 


is necessarily zero. 
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We introduce the class R* of functions * for which 
(5.10) L(u) = Y 
is satisfied by a function u of class R (necessarily any such Y 
is continuous in D and in every closed subset of P,, P,). The 


expression ,0(%,2;y) is not closed R*” will mean that there 
exists a function F(xa,y)CR+*, not identically zero and such that 


(5.10 a) y) v(a,25y) dady = 0. 
D 


We can now prove 


(5.11). If v(x,2;y) is not closed R*, then K(x,y;z) ts not left 
closed R. 


In fact, suppose (5.11) is not true; thus assume K(x,y;ż) 
is left closed R. Since v(x,y;2) is not closed R*, there exists 
a function Y(z,y), CR* and ==0, so that (5.10a) holds. Let u 
be a function of class R satisfying L(u) =V (such a function 
exists by the definition of R*). By (5.7) it will follow that u is 
a left solution R of K(a,y;ż), and is thus zero; accordingly 
W= L{(u) =0, which presents a contradiction. This proves (5.11). 


(5.12). Suppose L is closed R (this is construed to mean that 


the equation L(u)=0 has no solutions u, CR and =0); 
if v is closed R*, then K(a,y;ż) ts left closed R. 


If the above is not true, then K(a,y;ż) is not left closed R. 
There will exist a function u, CR and = 0, so that 


Jula,y) Klary; 2) de dy = 0. 
D 


Then by (5.7 a) it is inferred that Z(u) .is a solution of 
v(x,23y). We observe that L(u)Ch* (since uC). Since v is 
closed #*, it is concluded that L(u) =0. This involves a contra- 
diction inasmuch as Z is closed R and u==0. Hence (5.12) 
holds. 


(5.13). If v ts closed R* and K(a,y;ż) ts not left closed R, 
then L(u) 0 has a solution u, CR and =z=0. 


In fact, by hypothesis there exists a funetion u, CR*, ==0, 
which is a left solution of K(x,y;2); by (5.7 a) L(u), CR*, will 
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be a solution of v; hence Z(u) =0 and the conclusion in (5.13) 
is seen to hold. 


(5.14). If L ts not closed R, then K(x,y;z) ts not left closed R. 


If this statement is false, then K is left closed R. Since Z 
is not closed R, there exists a function u, CR and =0, so 
that Z(u) =0. We substitute u in (5.3) obtaining 


fula,y) K(a,y;2) dr dy = 0. 
D 


Inasmuch as K is left closed R one should have u=0; 
thus we arrive at a contradiction, proving (5.14). 
A corollary to (5.14) is 


(5.15). If K(x,y;2) ts left closed R, then L is closed R. 


In fact, if (5.15) is not true, then Z is not closed À; the 
hypothesis of (5.14) will hold and, by (5.14), K(x,y;2) will 
have to be not left closed R, contrary to a hypothesis in (5.15). 

By (5.11) we conclude that 


(5.16). If K{x,y;2) is left closed R, then v(«w,zzy) is closed R*. 
As a consequence of (5.12) we have 


(5.17). If K(a,y;ż) is not left closed R and L is closed R, then 
v(x,2;y) is not closed R*. 


The results (5.11)—(5.17) have been obtained on the basis 
of the relation (5.8). With the aid of (5.6), on interchanging 
L,L' (accordingly replacing L in the definition of R* in (5.10) 
by L’) and on taking note of the notation (5.4) we correspond- 
ingly obtain the following. 

If v(%,2;y) is not closed R*, then K '(x,y;2) is not left closed F. 

If K (a,y;z) is left closed R, then v(x,2;y) is closed R*. 

If o(w,zzy) is closed R* and L’ is closed R, then K'(x,y;2) 
is left closed £. 

If o(w,żzy) is closed R* and K'(x,y;2) is not left closed R, 
then L’ is not closed R. 

If K'(c,y;ż) is not left closed R and L’ is closed R, then 
o(c,zzy) is not closed R*. 

If L’ is not closed R, then K'(a,y;ż) is not left closed R. 

If K' (x, y;2) is left closed KR, then L’ is closed R. 
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Definition 5.18. K*” will denote the class of functions u 
continuous in B (not including the boundary of B) for which 


the integral 
(m) 


{ K(a,y32) u(z) dz 

B 
exists. T° will be the class of functions w(z) such that 
i2)w(z)CK®. Here 


o”(2) 


D GES 


(cf. (4.29 à), (4.27), (4.27a)). 


Suppose K(x,y;ż) is right closed Kk”; that is 


(5.20) J K(s,y;z)u(z)dz =0, ulz) CK, 


B 
implies u=0O. We recall that 
(5.21) T(z,y;2) = K(a,y;ż) A(2). 


Hence for w(z)CT” the integral 
J Tla,y;2) w(2) dz = | K(a,y;2) (A(z) w(2)]dz 
B B 


exists, inasmuch as A(z) w(z) CK". If w, EM. is a right so- 
lution of T(x,y;2), we shall have 


f K(2,y32) u(z)dz=0, 
B 


where u=AwCK"™; accordingly, by (5.20) u and, hence, w will 
be zero; thus Z(a#,y;z) will be right closed 7°. 

Conversely, suppose now that T(x,y;ż) is right closed dits 
The relations 


(5.22) | T(a,y32)wlz)dz=0, w(z) CTP, 


B 


will imply w =0. We observe that when uCK”, u(z)/A(2)C TO, 
If u, CK”, is a right solution of K(a,y;z) we have 


0= f K(x,y;2) ule) dz = | T(x,y32) w(2)dz, 
B B 
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where w(2 2) /2(2) CTO, Hence by (5.22) w=0; thusu=0 
and E A is ng closed KO. 
(5.23). The following has been proved. 


(5.23). If K(a,y;z) is right closed KO, then T{x,y;2) is right 
closed To and conversely (Definition 5.18). 


Right closure of T(x,y;2) is necessary in order that the 
integral equation be soluble in one sense or another. Inciden- 
tally, we observe that the class of functions I is identical 
with the class of functions u, continuous in B and such that’ 
| T(x, y;2) u(z)|dz is integrable over B. Since, by (4.30), |T(x,y;2) | 
is uniformly bounded for (x,y) in D and z in B, we conclude 
that T” contains all functions, continuous in B and having 
absolute values integrable over B; TP may contain some 
other functions. 

With integrability meant in the absolute sense, we in- 
troduce 


Definition 5.24. R(L) is to denote the class of functions u, 
together with L(u) continuous and integrable over D. RO will 
be the designation for functions continuous and integrable over B. 

Since v(%,2;y) A(z) (20; À from (5.19)) is bounded, it is 
inferred that the integral 


(m) 
f v(@, 32) A(z) |w(2) | dz 
B 


exists and represents a bounded function of (x,y) (in D) for 
all wC R®. Accordingly the repeated integral 


(n) (m) 
[ fola,y;2) A(z) | wlz) | dz | | L(u(æ, y)) | (dx dy) 
B 


exists whenever u(a,y)CRH(L). It therefore follows that, for 
wCR° and uCR(L), the order of integration in 


(n) (m) 
(5.25) f f Liule, y) vla, z; y) A(z) w(z) (dx dy) dz 
D B 
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is immaterial. Since T(x,y;2) = K(x,y;2)2(z) is of bounded 
absolute value, the integral 


(m) 
[\Kla,y32) )| - A(z) - | w(z) | dz 
B 


exists and is bounded when w C R°. Consequently the repeated 


integral 
(n) (m) 


J [ [1E(2,952)1: 32) - | w(z)| dz] | utar, y) | de dy 
D BÈ 


exists for uC R(L) and wC R°’. Thus the order of integration in 


(n) (m) 
(5.250) = ff u(a,y).K(a,y32) A(z) w(2) (da dy) dz 
D B 
is interchangeable whenever u C R(L), wCR®. 
Multiplying the two members of (5.3) by A(z)w(z)dz and 
integrating over B, on taking account of the assertions (5.25), 
(5.25 a) for uC R(L), wC R?, we obtain 


(5.26) AENT 


where p 
I(u(a,y))| [v(0,2;y)4(2)w(z) dz|dady, 


B 


LA LF 


SL 


(n) (m) 
v= | | | Tlw, y;2) wlz) dz] uls, y) drdy. 
D B 


Suppose T(x,y;2) is not right closed R". There exists then 
a function w(z), CR? and = 0, so that 


(m) 
J D(a, y32) w(2) de RUE 
B 

For this w by (5.26) one has 


(n) (m) 
J Lula,y))[ | v(0,2;y) A(z) wle) de | dady = 0 
D B 
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for all u(x,y) CR(L). As a consequence of this we have 


je. 


The latter relation is impossible if v(x,2;y)A(2) is right 
closed R". (We say ,,v/ is right closed R°“, if the preceding equa- 
lity, with w(z)C R°, implies w(z)=0). We have established 


Theorem 5.27. If v(x,2;y)A(z) is right closed R? (Definition 
(5.24)) then T(x,y;z) ts right closed R". 


6. An elliptie transformation. In the sequel the following 
notation will be used 


LAPKA ZE. l T OZ nn ŁO IZA 
(6.1) (mis ces Mn) = N; (Das eee Um mE > Yn) = (L,Y); 


di = dd, 1, dem, c etc. 
We write 


$ we Ju J +. OU 
(6.2) LI(u)=Ln(u) de 2 DEA Lm(u) = E(u) + ) big, + ou. 


In the operator Lm derivations are with respect to %,...,0m 
only; the y, will be now regarded as parameters. The adjoint 
Ln(v) Of Lm(v) is L'(v), as defined in (2.3), with the b, (j >m) 
deleted, that is 


(6.3) L,(v) = E'(v) e = (bis) + con 
ja LOU 


The nonhomogeneous equation L(u) =f, where the character 
of f will be specified later, may be written in the form 


(6.4) Lau) =fmlv,y), 
with 
Qu 
(6.4 à) PACA) (x,y) — > dja, y) y) TA 
j>m 


As remarked previously, when (%,,...,%m) is in the m-dimen- 


sional domain B and the y, are on the intervals (C55 Co) 
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respectively, (x,y) will be in D. Conversely, for (x,y) in D a will 
be in B and the y, will be on the intervals (Gi, Coj). 

Now, the differential operator in the first member in (6.4) 
is an elliptic one for s in B. The aij, bi, c are continuous at the 
ends P,,P, (cf. section 1) of D. Without any essential loss of 


generality we assume that 

(6.5) Det. |(ay)|=1 (in D) 

and that for 7=m-+1,...,n 

(6.5 a) bxs, y) =0 (for y,=¢,,, fory,=¢,3 1=m+1,..,n). 


In fact, if (6.5) did rot hold we may proceed as follows. 
We replace Cii, Cx: DY Cit, Cu, respectively, so that 


' ` , 
Cu Cu Cai LC; 


and replace D by JD’, where D’ consists of points x,y such 
thatay = (T acs Ta) is in B and e ZY, LC (]=m-+1,...,n); 
the ay, bi, c, f we replace by ay, bi, c’, f', respectively, the 
primed functions being suitable continuous extensions of the 


corresponding unprimed ones into D’ so that in D one has 
Di MOZA PETZ 0 NC PE 


while for j=m +1,...,n ard x in B 


r 


14? 


, 


b(a,y)=0 (for y,=¢,, EO Y= Cy; i=m--1,...,n); 


this extension can be carried out so that the quadratic form 
X ayćić, is positive definite for (x,y) in D’ as well as at Pi, Pa 
(the ,ends” of D') and that the primed functions satisfy in 
the extended region conditions of the type given in section 1. 
Since 

ó(w,y) = Det. |(ay(r,y)|>0 (at Pi, Pe), 


dividing the ,,extended” equation 


tJ 


u , Du i Ç 0 du Pi —— skt 
JZ ij xd dr = > b; 35, + c'u =1 
1 


=] 
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>Dy dm, we obtain an equation 


Ve ah Onl „ OU z, 
De GERT Gr + Du: mrg u= 
ij 
with coefficients satisfying (6.5), (6.5a) in D”. 
We apply to (6.4) the transformation, given by the author 
in (Ty; p. 16), into an integral equation. We obtain 
(m) 


(6.6) u(z,y) = | K(a,y32,y) u(a,y) da — fal2,y); 
B 
(m) 
(6.62)  fh(zy)= | xiz, Y) oa, 254) fnla,y)da, 
B 


K(a,y;ż,y) = 2-2, y) Lin, x(V(®,2;Y)), 
t(a, 2; y) = p ee aE Orgy eee? 97 %; 


here o=o(ż) (> 0) is suitably small, 7 is the function so desi- 
gnated previously (that is, I” *i is the geodesic distance between x 


and 2, for z near z in B), 
(m—1) 


(6.6 a’) x(2,y) =(m—2) [h-™(z, 32) dQ 


(dQ = differential element of the surface of the m-hypersphere 
of radius 1; 1=(Tqy,...;7tm) is the variable point on the sphere), 
with 
hz, y370) = D hey) (hy) = (ay) 5 
i,j=! 
v(x,z;y) is defined as zero for (x,y) in D— D'(2). 
By (6.6a) and (6.4 a) one has 


(6.6 b) fente Y = Ie U) => v;(2,Y) 
| i>m 
where a: 
f*(2,y) = | x2, y) oa, 2; y) f(a, y) da, 
B 
(6.6 c) (m) 


ð 
y(2,Y) = J (2,9) O(0, 839) bilay) gy da. 


i 
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Use will be made of the following notation: 


(n—m) C2, m+1 Con 


(6.7) Jr = J A ‘er 


Ym+i—"1,m+1 Ynti, n 
[i] (n) 
(6.7 a) J = J 
with integration with respect to y, deleted. One has 


(n—m) (m) n 
(6.7 b) if M … dz | dy ss „dady. 
B D 


Multiplying (6.6) by dymy ... dy, and integrating over 
CS Yj LCyj (=m +-1,...,n), by (6.7 b) we obtain 


(n—m) (n) 


fruleydy = [KE (x,y32,y) ula, y) dady — 
(6.8) D 


(n—m) 


— ffale,y)dy (et. (6.6 b), (6.6 0)). 


Here one has 


(n—m) 
(6.9) Jiale y)dy =F*(2) )— Š u; 
i>m 
with 
(n—m) (n—m) | 
(6.9 a) F*(2) = |j*zyjdy, = |ońz,y)dy. 


With the aid of (6.7 a), (6.7 b) and (6.6 c) one obtains 
(n) g 
u= fz xz, y) vla, z; y) bia, JE AL = fur dy, dx dy, 


D 


where 
Co; 


ou 
À à fete x1( l ZY) bia, y) z dY 


Yi Ci 
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Integration by parts yiclds by (6.5 a) 


Co" 
2,= — fula,y) Hla, y;2,y) dy, 
Vi =Cli 
where 
3 
(6.10) H,(%,y;2,y) = ZY, [x—1(2,y) u(x, 2; y) bx, y)]. 
‘1 


The above ts under the provision that u(x,y) be finite for 
Y, =C we note that 
x—i(z, y) U(L, 2; y) u(w,y) 
will then be finite for y,=c,,. For r, we thus obtain 
(n) 
(6.10 a) qi =— | u(a,y) Hla,y;2,y)dwdy. 


D 


Hence, in View of (6.9), 


(n—m) (n) 
f fal2,y) dy =F*(2) + fula,y) H(a,y;z,y)dudy, 
(6.11) D 
H(2,y;2,y) = > Hix, y32,y)- 
i>m 
Thus (6.8) becomes 
(n) 
(6.12) D(z) = | ulen) W(x, 32) drdy—F*(2), 
D 
where 
(6.12 a) W(x, 732) =K(uv,17;2,7) —H(%, 7; 2,7) 
[ef. (6.6 a), (6.11), (6.10)], 
(n—m) 
(6.12 b) T(z) = fulen) dn. 


The equation 
(n—m) 


(6.13) Jules n) dy = o(2), 
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where o(z) is a known furction, may be inverted as follows. 
A particular solution is 


(6.14) ulz, y) = a'o(2) [a fan =1]. 
If u(z,y) is any other solution one has 
(n—m) 
[ (ul2,y) — Uol2,y)) dy =0. 
Accordingly the general solution of (6.13) is of the form 
(6.15) u(2,y) =a'o(2) + (2,9), 


where u%(z,y) is an arbitrary solution of the equation 


(n—m) 


(6.15 a) faute, y) dy =0. 


In view of the above, from (6.12), (6.12 b) one infers 


(a) 
u(2,y) = a fu(a,n) W(a,n;z)dady — a'F*(z) + w%(2,y), 


D 


where w°(z,y) is some solution of (6.15 a). We thus obtain for u 
an integral equation, in appearance at least of the second kind, 


(n) 


(6.16) u(z,y) = fulan) T(a,n;2,y) dm dy + F(2,9), 
with ” 

(6.16 a) T( 2,032, y) =a' W(x, 732), 

(6.16 b) F(2,y) = — a' F*(z) + u%(z,y). 


Though T is independent of y, we write T(x,n;2,y) for 
symetry of notation. 

We now consider the converse problem. Assuming that u 
is a solution of the integral equation (6.16), such that u, L(u), L'(u) 
are continuous m D-+P,+-P,, in what sense will u satisfy the 
differential equation L(u)=f ? 

We think of u as substituted in (6.16). On taking note 
of (6.16 a), (6.16 b), (6.14), multiplying by dy and integrating 
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we obtain 


(n—m) (n) (n—m) 


frlzydy = |ula,n) Wa, 132) dody — F*(2) + fu%z,y) dy. 
D 


The last term here is zero by (6.15a). We thus obtained 
(6.12)— (6.12 b); this may be expressed as 


(n—m) (n) 


fule, y) dy pile æ,n)K(%,7n;2,1n) dx dn — 


(n) 
—[ [u(2,7) Hle, niz, n) da dy + F*(z)| | 
D 


Accordingly u will satisfy (6.8), provided 


(n) (n—m) 
fula,n)H(a 5,7;2,7) dx dn +F*(2) = ji (2,7) an; 
D 


by (6.9) for this purpose it is sufficient to secure 


(n) 
fut, n)H{&,n;rn)dædn=—T (>m), 
D 


with H; from (6.10) and z, defined by (6.9a), (6.6c). Hence 
(6.8) will hold if it is shown that the expression 


(n) 
O | 
A= f ua,m ÉD Men) olez n) bien) dur 


D 
(n—m) (m) 


B= -f | [xen olen blen) = da | ay = 


== on oem) Oa, 250) bila ndd 
D 


Now one has 
U) 2 


= JJ" ©, le 2,7) 0(%,8; 7) bi JE 


Ni=C1I 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII. 6 
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(cf. (6.7 a)). Integrating with respect to 7, by parts, we obtain 
[i] 
A = f fuls, n) Lxi, n) v(x, z; n) ba, m)l} 


ce dædn 
Ld dn, 


[i] Cu 
da dy 
dn, ` 


= Siemens dn, 
FEC 


Here +>m; thus by (6.5a) A =B. Whence u satisfies (6.8). 
Now, previously we obtained (6.8) from (6.6), multiplying 
(6.6) by dy and integrating with respect to 7, 47:57: Thus 
proceeding in reverse, we can assert that u satisfies 
(m) 
(6.17) ulz, n) = J Ka, n;2,n)u(a,n) da — falen) —u*(2,n), 
B 


where u*(2,7) is some function (continuous in D+P,+P,) 
such that 


(n—m) 


(6.17 a) furem dn =0. 


Let fm(%,y) be any function (of the same type as /(2,7)), 
satisfying 
(m) 


(6.18) u*(2,7) = faz, n) olw, n) fal) dr; 
B 
as a consequence of the relation satisfied by u* one has 


(n) 
(6.18 a) fae, n oa, 250) fala, n) dedy =0. 
D 
By (6.6a) one may then express (6.17) in the form 


(m) 
(6.19)  u(z,n) = | K(a,n32, 0) ule, n) da —Fh(z,n), 
B 


(m) 
Fale,n) = | xie, n) 0a, 25 9) [fm(2,7)-+ fl, 7) 1 de. 
B 
We adapt the notation in (T,; section 3) to the present 
ease. We retrace the proof, given in (T,), that a regular solution 
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of Lm(u) =fm satisfies an integral equation, with the following 
modification: the assumption that u satisfies L„(u)=fm is 
dropped; it is merely assumed that u, L(u), L'(u) are conti- 
nuous in D + P+ + P,. Most of the developments in (T,; section 3) 
will continue to hold, in particular—the crucial relation 
(T,; (3.33)). Accordingly we can assert that 
(m) 
(6.20) J wle,żzn) Ll (28, 9) — (ty N) Lin, x( O(a, 25.9) Jda = 


= — x(z n) u(2, n) 


for the particular function v, introduced in (6.6a), and for all u 
of stated type. 
We continue now with a particular function u, as specified 
in the italics subsequent (6.16 b). This function satisfies (6.19); 
by (6.6 a) one may put (6.19) in the form 
(m) 
(6.21) |To(a,2;1)(fml2,7) + fal, 9) — ule, 7) Lin, (UT, 2;7))]dr = 
= — x(2,n) u(2, n); 


u also satisfies (6.20). On taking the difference of (6.20), (6.21) 
we obtain 


(m) 


f(a, 257) Emule, n) — foal, 7) — mlt, n) de = 0. 
B 


Hence this function «u satisfies the partial differential 
equation w k 
Lm(u(£,9)) — fm(£,9) — fm, N) = p(s, n), 


where p(x,n) is some (regular) solution of the equation 


(m) 
(6.22) fla, 257) pla, 9) dx =0. 


As a consequence of (6.4a) and (6.2) the following is con- 
cluded. 


Theorem 6.23. Assume that for the coefficients of the parabolic 
partial differential equation L(u)=f we have arranged (6.5), 
(6.5a). If u is a (regular) solution of L(u)=f, then u satisfies 

6* 
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the integral equation (6.16)—(6.16 b) (in appearance of the 
second kind), where u(z,y) is some function such that 


(n—m) 


(6.23 a) [urz,y) dy =0. 


Conversely, suppose u is a solution of the integral equation 
(6.16) (with some u? subject to (6.23 a)), for which u, L(u), L'(u) 
are continuous in D + P, + Pa. Then u will satisfy the differential 
equation 


(6.23 b) L(u(a,y)) = f(x,y) + inl, y) + p(2,4), 
where p(x,y) is a solution of (6.22) and fn is a solution of 


(n) 
(6.23 e) fey) (0,254) fn, y) x dy =0. 


Note. The equation (6.23 b) becomes L(u)=f, whenever 
the kernels 


v(w,żzy), xz, y) V(x, 25y) 


have suitable properties of closure, suggested by the equa- 
tions (6.22), (6.23 c). 


4. Study of the integral equation of section 6. The purpose 
of this section is to find conditions on the coefficients in the 
differential equation L(u)=f under which the correspoiiding 
integral equation (6.16) is of regular Fredholm type — at 
least after a finite number of iterations. These conditions will 
be essentially in the nature of requirements regarding the 
possible orders of infinitude near the ,,cylindrical” part C of 
the boundary of D of the coefficients and of certain ones of 
their derivatives. 

Further on in this section it will be proved that 


(7.1) T(x, 32, y) = ta, 32, y) 1— (2,2), 
where 7(%,2) is the Euclidean distance between 


iR (0x, 1X 5 Ee) 2 = ( 24;..., 2m) 
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0<a<m and 
(7.1 a) | t(a@, 732, y)| < r(1;2), 


where 1(#,2) is independent of n,y. 
Let o be the symbol of ,,composition”’ in the sense 


(n) 
A(x, niz, y) o B(x, nz, y) = ii A( 5132), Ya) Ble qs YY) Iq dY; 
D 


we shall make the convention that Acol=A. Use will also 
be made of the following designation for „composition powers”: 


TY =1, flip, TM=TeT, ete. 
Symbolically (6.16) may be written in the form 
(7.2) Uu=uoT+F. 


The result of v-fold iteration will be 


(n) 

(72a)  u(ż,y) = fula,n) T” "a, n32,y) dody +F,, 
D 

where 


(7.2 b) E, =E IRAR A, ses 


We proceed under (7.1), (7.1a). On recalling that 
(n) (n—m) (m) 


J deyn J dede 
D B 


we obtain 
(n—m) (m) 


Ta, nzi y) = sf dues Men e n ME yyy) day: 
B 


Accordingly, by (7.1), (7.1 a), (6.14) 


(m) 
1 TX; 245) T(213£) 
[2] ia) | PERN IEL toa. 


Further, 
Ce rere | WETO EEE 
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thus by the preceding formula 


(n—m) (m) (m 


res me o i 
| Tæ, 7; 2, n<zJ% JI J Giro) uit) 7, 
B 


re(w, 21) ¥(Zryy a) W] 


(m) (m) 


. Tee?) 7, wef Jr U(X; ża) 4 21); 2) T(22y3 2) day dee. 
ra(z2, 2) z) (XZ ay) r (2a), Say) (22), 2) 
In general 
+1 | r(032) H> 
(7.3) | TF" (0,n;2,y)|<(a')" ram, 2) 


The superscript last displayed is ore for „composition 
powers” when ,,composition” of say A(x;2), B(a;z) is in the 
sense of forming 

(m) 
A..B= J Al@;2a)Blzq52) dza); 
B 


thus 
AW l, A =A, A 9 =4.RA, Mete: 


As a consequence of section 2 in the author’s work (T,) 
and of (7.3) we find that the integral 


(n) (n) 
(7.4) J fr? 5 2, y) (da dn) (dzdy) 
D D 


exists for v equal the least integer exceeding (m/p — a)-ta, where 
1/p =1—1/q, provided the integral 
(m) (m) 
(7.5) J J *(a;2) dr de (some q> m(m=a"")) 
B B 
exists. Accordingly the integral equation (6.16) is a regular one 


tj (7.5) ts secured. Also by section 2 of (T,) and (7.3), the 
integral (7.4) exists when r(x,2)<r(ż), where 


(m) 
(7.5 a) fre) dz<oo. 


B 
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As im section 4, let c* be a generic designation for a positive 
constant (independent of the ,,parameters” y,,7, (1>m)). 


By (6.3) and the definition of EF’ in (2.3) one has 


Lo) = > + M ża + ev, 
(7.6) PE 
7 Jai; O* Ai; SB 
in gb = Deak -D 


j 


The function K(x,7;2,y) of (6.6 à) is the function (T,; (4.4a)), 
where G(v) corresponds to (7.6); also, x(z) cf. (T,; (4.3 e)) 
is identical with x(z,y), y=(Ym41i;)---;Y¥n) being in the nature 
of a parameter. As before, we let d(z) be the distance from (2, y) 
to the ,,cylindrical” part C of the boundary of D. In agreement 
with the definition of a,(z) in (T,; section 3), of b,(2) in the 
text subsequent (T,; (4.21 b)) and of ¢,(z) in (T,; Theorem 5.8) 
we let Ay, 4, A, bos Co denote functions of z such that 


| partial derivatives of order s of ay(x,y)|<a,(z) (s=0,1,2), 


gl : 
AC alz) =l, |bi(c,y)|Lbo(2z) (1 =1,...,m), |e'(z,y)|<c(2) 


for all x in the m-sphere r(x,2) <d(2)/2; we choose =z) so 
that, for c* suitably small, 

(7.8) 0<B<c'ag!, c*dax!, c*ax!, c*ax!, cts, c*s,, 

where 


1—2m 1—m 
ań a, 


ee gy == —— 
2 y 28 2 
ay, + (a5 +a,a,)d by A, + a5 + 0, A 


Sy 


With (7.6)—(7.8) in view, as a consequence of (T,; Theorems 
4.23, 5.8) the following is inferred: 
(7.9) K(w,y;z,y) = rer (a=m—l+e; 0<e<1), 


where 
| w(x, 2;y4)|<e*w*(z); 


(7.9 a) we) = agl bajm" + age gd) (a8) + 
ae b aim! de + aglem=zgd< | - c, qm—m—1qite(z), 


with q= aja, t + aa. 
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The study of H (cf. 6.11), (6.10)) presents new difficulties, 
especially in view of the necessity of estimating a bound for 
|97[oy,|. We introduce 


Notation 7.10. b9,(2), b9(z), a®(z) are to be functions of z, 
alone, so that 
dbs, y) 


< p 
ay |< te) 


| b (x,y) | < bó(2), | 


> 
== 0 
dy, # (æ, y) | < ale) 


for r(a,z) <d(2)/2 (z in B; y SU a) 


The following result will be proved. 


Lemma 7.11. For x,y in D°(2) and z in B one has 


(7.11 a) Pia, zzy) |< eagle) agm—a(2)%,2), 


zr i 

We utilize the fact that I is representable in the form 
(2.50). Now a,2 are points in B, with r(x,z) suitably small; 
thus I" (w,z;y) is the relative minimum for integrals of the 
form 


| VEe,v;dź) (£=(¢,,...,¢m) variable point of integration), 


extended along (suitably regular) curves joining the points z,a; 
we now think of 2,x as fixed. The geodesic C(y) = C(x,2;y) 
is the minimizing curve, joining z and a and yielding the 
value T”. Let 


A y=(AY my = 03; Ay, = 0, Ay), A Yj 7 Wo dY = 0), 


with Ay, small. We have 


(1°) VT(w,zzy) = | VEG yd) < | VEC yd 


C(y) C(y+Ay) 
and 
(2°) /T(a,zzy + dy) = J VH, y + dy;dć) < S VEGY + Ay; dt). 
C(y+4y) C(y) 
Suppose 


(3°) VU(a,zzy + Ay) SVP (a, 239); 
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then, by (2°), 


0 <VT(a,z:y + Ay) —VP (a, 234) < 
40 
a < S [VEGy +44 AG]. 
C(y) 


In the case alternate to (3°), by (1°) we obtain 


0 <VT(a,zzy) VT a, 259 + 4y) < 
m0 TTS © 1a AB, aa) 
(5°) < | (VG ya) CEE) | 


cyt ay) 


For x,2 fixed, C(y) varies continuously with y. Thus, 
dividing (4°), (5°) (whichever kolds) by Ay, and letting 4y, 


tend to zero, we obtain 
|< J lay, Gr V H(ć,y; dć) GNS 


H(t, y; dt) TA, h(t, Yy) dx dE; 


ST (0,2 259) 


I(x, 25y) 


or 
dy, 


Here 


hence, with s denoting the variable involved in the parametric 
representation of C(y) in (2.5), (2.5a), it is inferred that 


2 ds 


9 —J, SG < —1}, da A En © (o , FA 
EAR EA TIN A ST | AN DYT z --H WY; T; 
s=0 


J 
(a(s)=2,; s0) =z; p{(0)— Po) As noted in (2.6), 
da 
CZ T =A (2, Y; Po) ES GE) Po Pos. 


along the geodesic C(y). Accordingly by (7.12) and (2.6) 
EEE 


2,Y5P0) Ile H(2, qe) 
i Hs VS 4 


0 
lzy (az y) | < ds = 


OY; 


(7.12 a) 
ASE 
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In view of (6.5) and the relation (hy) =(a,)71, hy is a sum 
of terms + A, where the 4 are determinants of (m — 1)? elements 
each from maa the a,.{%,y); 94/02 y, is a sum of terms, which 
apart from the sign, are of the formi 


An fy Aja ją ww LES, Îm—2 EM dim—1: Îm—1 , 
“J 


thus in view of the notation (7.10) 


(19) 


3 

C | 

du h,,(2,y) |<e*am (2) a (2) 
j 


(compare with (T,; (4.18)). By a formula preceding (T,; (4.22 b)) 
(20) s<c*u"h(z) à (2) r(a@, 2)5 
now in view of (T,; (5,) of section 5) 
ô (2) =c*a:-"(z) (e* small) 
and as a consequence of (T,; (4.19 a)) 


p(z) = c*ag""!(z); 
thus (2,) yields 


(35) s <c*am"(z) r(w,ż); 
furthermore, by virtue of (T,; (3.10), (3.4 d')) 
(4%) |p,(s)|<e*. 

In view of (2.5) ard (44) 


da, 


T <c*a,(z) (along the geodesic C(y) = C(x,z;y)). 


Whence, 2a (Lo) 


dx WA 
3y, * 115 ds 7) 


Thus (7.12 a) will ois 


*m * 0 
©,Y) 34 ds <ca“m(z) ale). 


nga dx, da, 


MSZE < co*s? am(z) a9(). 
OY, 


The truth of the Lemma will follow as a consequence of (3,). 
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We shall now prove the 
Lemma 7.13. For (x,y) in D° (z) and z in B one has 
(18a) © 0< xiz, y) <c*a' m ms), 


(7.13 b) SA a 


nn c*a (e)a km i(2), 
(1.1310) 0 <UL, 25 y) < c*r? (4, 2) ae am (2), 
p l: d 9 lm cat * „2—m 1}, m°+9/2 m—2 0 
(7. ) By eid) <O] (0,2) af: i (z)ay(z). 
As a consequence of (T,; (4.18)) 
(hyle, y) |< co*ag=(2) = hye); 


thus h(z,y;n), where 2?+...+22 =1, kas an upper bound of 
form c*am—1(2); (7.13 a) will follow by (6.6 a’). 

To establish (7.13 b) we shall need a lower bound À for 
the minimum 4, (a function of 2,y) of the definite quadratic 
form 


h(z,y;n 2 hy, „(2,y) Y) Tl pe 


under the condition a}+...>+ 27% =1; 2 is to be a positive 
function of zalone. We follow the method used for a similar pur- 
pose in the text subsequent (T,; Lemma 4.19). Since hy= hy, 
the equation 

o(4) = Det. | (ky(ż,y) — 4474) |= 0 


(óy=1; óy=0 for i=j) has positive roots and 2, is the least 
root of the equation. By (6.5) o(0) =1; thus 


(1°) ao(A) =1+ 20% (64) (0<6<1); 


ol) (2) is the sum of m determinants 4, each of (m—1)? ele- 
ments, of the form 


Det. | (qi) | (aj een L), 
where the qj are certain ones of the h,,(2,y) — 0,4; hence 


oA) |< m!(ho(2) +1)" + (for 0 <2<L1), 
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where h,(z) is from preceding inequalities for the hy(ż,y); 
since a)(z)>1, we obtain 


(20)  [00(03) 


Goin LOT U 7 1 <0 =0"). 
For 4 one may take any number such that 
o(A) +0 (for 0<2<A). 
In view of (1°), (2°) it would suffice to take 
7 Ay 2 oam re CR 
thus fou 4-54. ae 1 
(7.14) = A(z, y3%) > c*a "tem 1(2) =c*y(2) (c* suitably small). 


To prove (7.13 b) we stall also need an upper bound for 
|oh(z,y;n)/0dy,|, when 2?+...-+22=1. With the aid of the 
formula (1,), subsequent (7.12 a), stated for x =z, we obtain 


3 
ANEUS 


(7.15) ZY, 


ARE 
i |-|2 Jy (Y) mn |< o*a (2) agla). 


In view of (6.6 a’) 
(m—1) 
9x(ż,y) mM, NCT ee 
dy. = z (M 2) fr 2957) 2%, 


h(2,y; z) dQ ; 


thus by (7.14), (7.15) 


ox(2,y) 


1 \Vemrl 
vk (12 m—2 2 a? 2 . 
dY, ( ag *(2) aie); 


RUE 0 
from this (7.13 b) ensues. 


As a consequence of (6.6a) and since v(%,2;y)=0, one 
obtains 


| 1 \yn—2 | m2 = 
v(W,zzy) < (pri Th z = iz er [+ (g7'VT')em]. 


Now for (x,y) in D®*(z) 


0<I(a,2;y) < 0°; 
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hence, by (4.9 a), 


NDO < Pas amas (JF 
as stated preceding (4.20), 
(7.16) Ô(z) = c*a mth (z); 
this leads to (7.13 c). By (6.6 a) 


erg 


CZ a k = 1) r—mi | 


dyi DEA 
accordingly 
2x. <|> -1) (rz) |< erraz) one) A à 
ay! \2 INT] | ay, y, 


whence with the aid of (7.16) and (7.11 a) we infer (7.13 d). 
The proof of Lemma 7.13 has been completed. 
As a consequence of (6.10) one has 
yaa pty, a= rley) oozy) bla) zę” 
Jb %, y) 
dys 
By virtue of the Notation (7.10) and (7.13 a)— (7.13 d) it 
is deduced that 
| a|<e*r2—™(a,2) Do adam’, |8| <e*r m(x, 2) bf af ag tam 2, 
yeaa cea =, 


? 


3 
P = u-"(z, y) D(a, y) 3, v(G,2;y), y= x 1(2,y)v(w,ż;y) 
Yi 


where 
we, E 1007 
(7.17) m =z m + —~m*— 2m — 2. 


Inasmuch as m>3, one has m >m*--4m—2; since a)(z)>1 
it is inferred that H of (6.11) (as well as H,) satisfies the 
inequality 

| | estan, zja%(2), 
where 
(7.18) o*(z) = MEAT" | bai "m1 
With (7.9) in view we write 


2. o(%,ż;y) A 


(7.19) an 
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as a consequence of the preceding inequality one has 
(1.19.4988 or, 2 0) esa EE a ca die) 
inasmuch as r(#,2) <d(2)/2 for (x,y) in D°(2) and z in B. 
By virtue of (6.16 a), (6.12 a) and (7.9), (7.9 a) and of the 
above, for the function 7(x,2) in (7.1a) one may take 
1(0,2) =c*(w*(z) +o*(z)dtte(z)) (cf. (7.9 a)), 


which is a function independent of x. The statement (7.4), 
(7.5a) thus leads to 


Theorem 7.20. The integral equation of section 6, corresponding 
to the differential equation L(u)=f, is regular one of Fredholm 
type, if the integrals 


(m) (m) 
(7.20 a) [wrz )dz, | o*4(z) dA+©)a(z) dz re q> sk | 
B 8 \ U 


exist (cf. (7.9 a), (7.18), (7.17), Notations (7.7), (7.10), hypotheses 
(6.5), (6.5 a)). It is understood that f is to be subject to conditions 
under which Folz, y) (et. (7.2b); least integer v> (4) a) 
is of integrable square over D. 

We proceed now to obtain explicitly the conditions referred 
to in the concluding statement above, proving 


Theorem 7.21. In accordance with Theorem 7.20 we assume 
that the integrals (7.20a) exist. Designate by f°(z) a function 
so that 


(7.21 a) | fa, y)| <7 (2) 
for (x,y) in the ,.cylinder” C;: 


1(z 
(Ho ra) ee 


cj S SY, Cap (=m +1,...,%). 


F,(z,y) from the.iterated integral equation (7.2a) will be of 
integrable square for (2,y) in D and, in fact, |F,(z,y)| will be Lq, 
if the integral 

(rm) 


(21e) | aoe [fola) = aa" lata! 
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exists, while the function u(z,y) involved in (6.16b), (6.154), 
satisfies 


(7.21d) [w%(z,y)|<e*fo(z) [z,y) in D]. 
We write 
(7.22) t(2) = w*(z) + o* (2) d'+€(2); 
by hypothesis t(z) is Lọ over B. It is observed that 
(m) 
(2) 
(7.23) | = Ara ył” 
B 


if A(z) (>0) is L, over B. In fact, using the inequality 


|f alz) b(z) dz| < |a|Faz]"[ [|b|'dz]”" Ę — - = 1) 


valid whenever the integrals in the second member exist, we 


obtain 
(m) 
1) 
ję a] fe || fone eal 
7% (@, 2) p P(%,2) 


(7.23) follows when it is noted that ap <m. 
As a consequerce of (6.9a), (6.60) 
(n) 
(19) F*(2) = |fla,y)a,2zy) xz, y) dody. 
D 


) 


Now v(#,2;y)=0 for (x,y) exterior D°(z); on the other 
hand, D°(2) is in the „cylinder” C, (7.21b) (cf. the text after 
(4.9d)); hence D in (1,) may be replaced by C,. Accordingly 
by (7.130), (7.15a) and (7.21a) 

(n) 
[Ee af "= zj fema, z) | f(x,y) | dx dy < 
= Cz 


(m) 
< cam —m—t f0(2) J r2-m(g,z)dz, 
the last integral being over the m-sphere r(x,2) z)/2. Thus 
on taking for dx 
rm-idrdQ (dQ=element of surface of unit m-sphere), 


we obtain 
BZ) GMA mn b): 
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By virtue of the above and of (6.16b), (7.214) 
(20) [F(2,y)|<c*fa(z) ((2,y) in D). 
By (7.1), (7.1a), the formula preceding Theorem 7.20 


(30) [T(x,n;2,y) |< c* ae) t(2). 
Hence by (2%), on writing FO (z,y) =F T, we have 
(n) 
Py) = || Fam Tla, niew) dody 
D 
e F fol) a 
x —a = ' 0 W KU . 
<e | tla r(e) (x, z) dx dn =e He) 1} AE 
D B 
thus by (7.21c) and (7.23) 
(40) |FO(2,y)|-<0* z(2). 


Qn writing FÓ(z,y)=Fo Ta one has 
CRU) à LE 
by (30); (o) it is inferred that 
(n) 


Fe y) = J FO (a, 1) T(«, 032, y) ddr 
D 


(n) (m) 


<e* f x(a) rte)r-#(,2) dr dy = o" da f 
D B 
as z(z) is La, by (7.23) it is deduced that 


| F(z, y) |< e*r(2). 


t(æ) dx 
r(x, z) 


, 


On letting 

FO(z,y)f=FoT"| (j=1,...,v), 
we prove, in general, 
(50) [FM (2,y)|<e*r(z) ((2,y) in D); 
on the other band, by (7.2b) 

F,(ż,y) = F(z,y) +F” (2,9) +. +F” (2,4); 
whence (2,), (5,) result in 
|F+(z,y)| <e*(f9(2) + r(2)) (ef. (7.22), (7.21c)). 


Since fo, T are Lg, the truth of the theorem ensues. 


GENERALISATION DES EQUATIONS DE BONNET- 
KOWALEWSKI ' DANS L'ESPACE A UN NOMBRE 
ARBITRAIRE DE DIMENSIONS 


Par ST. GOŁĄB (Kraków) 


Je dédie ce travail a la 
mémoire de mon Maître 
Antoni Hoborski, mort au 
camp de concentration de 
Sachsenhausen le 9 II 1940. 


Introduction 


Les équations de Frenet-Serret furent maintes fois généra- 
lisćes dans toutes les directions possibles aussi bien s'il s'agit 
d’un nombre plus grand de dimensions que du genre de l’espace 
enveloppant. (W. F. MEYER, W. BLASCHKE, L. BIANCHI, 
J. L. SYNGE, A. J. Mc CONNELL, E. Cartan, V. HLAVATÝ, 
J. HAANTJES). Les équations de Frenet furent également 
généralisées dans ce sens qu’on les établit non seulement pour 
les courbes, mais aussi pour les espaces aux dimensions multi- 
ples plongés dans l’espace donné (G. Ricci, H. KÜHNE, C. BUR- 
STIN, W. MAYER, J. A. SCHOUTEN, E. R. VAN KAMPEN, 
E. H. CUTLER). 

Une direction de généralisation n’a pas encore été utilisée 
quoique déjà abordée. S’il s’agit notamment du cas ou Pon 
considère les courbes situées sur une hypersurface plongée 
dans un certain espace métrique (euclidien ou riemannien). 
Dans ce cas, grace au fait qu’à tout point d’une telle courbe 
est attaché (lié) à côté du vecteur unitaire tangent encore un 
autre vecteur normal à Vhypersurface, il existe la possibilité 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII. 7 
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de définir un autre n-edre a la Frenet lić a la courbe d'une 
maniere intrinseque. Une modification des équations de Frenet 
ainsi obtenue figure explicitement chez G. KOWALEWSKI!) 
pour les courbes situées sur les surfaces plongées dans l’espace 
euclidien a trois dimensions. Dans les équations, qui s’y rappor- 
tent, apparaissent d’une manière la plus naturelle (s’il s’agit 
du point de vue aralytique) les courbures — normale et géodé- 
sique ainsi que la torsion géodésique. Les équations de Kowa- 
LEWSKI apparaissent, quoique peu clairement, même chez 
BONNET — un des créateurs des notions de courbure et de 
torsion géodésique. Au cours de la démonstration de la propo- 
sition de CODAZZI BONNET introduit 6 grandeurs qui jouent 
le róle des coefficients de rotation et qui sont intimément liées 
aux seconds membres des équations de KOWALEWSKI (les seconds 
membres des équations (1)). Pareillement, on pourrait con- 
sidérer les relations de LAGUERRE comme les prototypes des 
équations de KOWALEWSKI. 

Un des buts du présent travail est précisément la générali- 
sation des équations de KOWALEWSKI au cas des ćspaces 
riemanniens a un nombre quelconque de dimensions. Les 
équations généralisées se trouvent dans les formules (60). 
Pour arriver aux ćquations il fallait introduire la notion de 
systèmes préférés. Dans l’espace à 3 dimensions les systèmes 
préférés sont déterminés univoquement; par contre dans les 
éspaces aux dimensions multiples ils ne le sont pas. La question 
du rapport mutuel des systèmes préférés sera le sujet de mon 
travail ultérieur. Dans les équations (60) figurent 2n—3 in- 
variants que j'appelle courbures hypersuperficielles de la courbe 
et qui sont une généralisation des courbures normale et géodé- 
sique et de la torsion géodésique (pour n=3). A l’aide de ces 
courbures on peut facilement définir les lignes de courbure, 
les lignes asymptotiques des divers ordres et les lignes géodé- 
siques des différents ordres. Cette dernière notion, qui est une 
généralisation de celle des lignes géodésiques ordinaires, n’a 
pas encore été, semble-t-il, considérée. Les courbures ordinaires 


1) G. Kowalewski, Allgemeine natürliche Geometrie und Liesche 
Transformationsgruppen. Walter de Gruyter 1931, p. 91, formules (26’). 
M. Kowalewski dit que les équations (1) pourraient être nommées avec 
beaucoup de raison équations de Darboux. 
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d’une courbe s’expriment univoquement par leurs courbures 
hypersuperficielles (quoique une déduction effective des for- 
mules générales est pour le moment une question ouverte); 
le probleme inverse n’est pas, en général, possible. 

Dans le $ 7 j'introduis la notion de la B-courbure, notion 
que j’avais introduite déjà en 19347); un travail plus grand 
consacré à cette notion na pas encore été mis sous une forme 
definitive et n’est pas paru jusqu’a present. J examine ensrite 
le rapport de cette courbure aux courbures hypersuperficielles. 

Le $9 contient une suite de propositions donnant les rela- 
tions entre les notions des lignes géodésiques, asymptotiques 
et de courbure d’une part et l’ordre de platitude — d'autre 
part. Enfin le $ 10 soccupe d’une manière détaillée du cas 
particulier (n—3) des courbes situées sur les surfaces plongées 
dans l’espace riemannien à trois dimensions. 

La définition des courbures hypersuperficielles au sens 
métrique sera le sujet d’un travail à part. Il en sera de même 
de la question de l'existence et de lunicitć dune courbe 
dont les courbures hypersuperficielles sont données d’avance. 


§ 1. Les équations de Bonnet-Kowalewski 


Soit une surface V, plongée dans l’espace à trois dimen- 
sions R} Considérons sur cette surface une courbe C. Outre 
le triedre de FRENET nous pouvons construire pour cette courbe 
un autre triédre orthogonal, lić étroitement a la courbe C et 
exprimant le fait que la courbe C n’est pas envisagée comme 
plongée directement dans R}, mais comme située sur la surface 
V> Le second triedre aura pour premier vecteur le vecteur- 
unité ¢, tangent a C (de meme que le triedre de FRENET- 
SERRET), pour troisième vecteur t, le vecteur-unité normal 
à la surface V, (convenablement orientée) et enfin pour deuxième 
vecteur t, le complément au système orthogonal. La surface V, 
étant orientée, le sens du vecteur t, peut être fixé d’une 
façon univoque au moyen du postulat que le trièdre (t, tə, t3) 
doit posséder la même orientation, que le trièdre d’axes 


2) S. Gotab, Uber die affinen Invarianten einer Kurve der X p» die 
in einer Ln eingebettet ist. Abhandlungen aus dem Seminar für Vektor- 
und Tensoranalysis in Moskau IV (1937), p. 360—362. 


q* 
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du systeme de coordonnées. En décomposant les champs dérivés 
dt,/ds (1=1,2,3) en composantes du système de repère local 
(t, t, t) nous obtiendrons les équations analogues a celles de 
Frenet a savoir 


dt, 
— = Qb, L yt. 
ds ats + yts 
4 dt, + Re 
— = — tt r 
( ) ds zk == Ys. 
dt - 
Ve — yt, — ft, 


Contrairement aux équations de Frenet dans lesquelles inter- 
viennent deux scalaires, les équations (1) renferment trois 
coefficients scalaires a,5,y qui sont, le long de la courbe C, 
les fonctions de l’arc s, qui possèdent leurs désignations et dont 
la signification géométrique est bien connue. Le coefficient a 
est dit la courbure géodésique; y la courbure normale et 5 la 
torsion géodésique de la courbe C. 

Nous appellerons dans la suite ces trois coefficients — 
courbures superficielles de la courbe C en les distinguant des 
courbures ordinaires x, et xə L’annulation de ces courbures 
superficielles nous fournit la simple caractéristique des courbes 
spéciales, situées sur la surface Vp. 


Nous aurons en particulier 


(2) a=0 pour les lignes géodésiques, 

(3) =0 pour les lignes de courbure, 

(4) y=0 pour les lignes asymptotiques. 

Les équations (1) et les relations (2)—(4) nous conduisent 


immédiatement aux propositions suivantes: 


(5) Si a=0 et B=0, la courbe C est une courbe plane 
(6) Si y=0 et B=0, la courbe C est une courbe plane 
(7) St a=0 et y=0, la courbe C est une ligne droite. 


Nous obtenons ainsi une démonstration rapide des théorémes 
bien connus dans la géométrie différentielle classique: 


Théorème 1. Si la courbe C est une géodésique et une ligne 
de courbure simultanément, elle est une ligne plane. 
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Théoréme 2. Si la courbe C est asymptotique et une ligne 
de courbure simultanément, elle est une ligne plane. 


Théoréme 3, Si la courbe C est géodésique et PUMA 
a la fois, elle est une ligne droite. 


§ 2. n-èdre mobile des vecteurs-unités mutuellement 
orthogonaux lié à une courbe située dans l’espace 
riemannien à n dimensions 


Considérons un espace riemannien V, a n dimensions. 
Supposons que le tenseur fondamental a; soit réel, qu’il possède 
le rang égal à n et qu’il soit défini positivement (on pourrait 
se passer de cette dernière hypothèse). 

Etant donnée une courbe reguliére C dans l’espace Vn nous 
pourrons définir le long de C le n-èdre mobile de Frenet qui 
est une généralisation naturelle du résultat classique de Frenet. 
Nous désignons (d’après MM. SCHOUTEN et STRUIK) les vec- 
teurs de ce repère par: 


(8) 0 (kK=1,2,..., n) 


et par le symbole D l’opération de la différentiation covariante 

(par rapport a l’arc s de la courbe C considéré comme para- 

metre). Les ćquations de Frenet peuvent €tre alors mises sous 

la forme suivante: 

(9) ze LE 1: + xp À ln), 
k—1 k+1 


où nous avons posé, pour abreger: 
(10) | 4g=0, Xn=0, 


lac 
(11) i=“ (vecteur-unité tangent à C). 
1 


ds 
Les vecteurs (8) ne seront déterminés d'une façon univoque 
que si toutes les courbures 
(12) HD: db ŻE 1 
sont différentes de zéro. Si en particulier 
(13) r 4+ 0, 


Mp %1 = Xn SO, 
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dans ce cas, les vecteurs @,...,%@ sont définis univoquement. 
1 r 


Il n’en sera pas de même des vecteurs complémentaires 7@,...,@ 
r+1 n 
que lon peut choisir de plusieures manières pourvu que les 


équations (9) soient satisfaites. Nous appellerons le nombre r 
d'équations (13) le rang (où l’ordre) de platitude de la courbe C. 
Conformément à cette définition, une ligne géodésique dans Vpn 
aura le rang de platitude égal à 1(7=1). Une courbe possédant 
toutes les courbures (12) différentes de zéro aura le rang de 
platitude le plus élevé possible r=n. Remarquons que si la 
courbure x, s’annule identiquement, toutes les courbures sui- 
vantes s’annulent automatiquement. 

Il est intéressant de remarquer que lon a pas introduit, 
jusqu’ici, un terme désignant le nombre r. MM. J. A. SCHOUTEN 
et D. J. STRUIK *) parlent dans leur livre, des points d'inflexion 
d'un ordre déterminé, sans introduire un terme spécial pour 
désigner l’ordre maximum des points d’inflexion d’une courbe. 
M. E. CARTAN appelle ,courbes à torsion nulle” les courbes 
pour lesquelles r =2. Nous les appellerons courbes planes. 

Le repère de Frenet est un des plusieurs n-édres possibles 
composés des vecteurs unités mutuellement orthogonaux liés 
dune manière intrinsèque à chaque point de la courbe C. 

Supposons maintenant qu’a tout point de la courbe C soit 
associé le n-edre tout a fait arbitraire formé de vecteurs uni- 
taires et mutuellement orthogonaux 


(14) t =, 
R i 


en supposant uniquement que ce champ de n-èdres soit suffi- 
samment régulier pour que chaque champ verctoriel (14) soit 
(suivant le besoin) différentiable jusqu’à certain ordre. Puisque 
le systeme (14) forme, en vertu de la supposition méme, un 
systeme de vecteurs linéairement indépendants entre eux, 
chacun des champs dérivés 

(15) Dt 


k 


3) J. A. Schouten — D. J. Struik, Einführung in die n ueren Metho- 
den der Differentialgeometrie II. Noordhoff (1938), p. 14. 
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peut s'exprimer linéairement et homogenement a l’aide des 
vecteurs (14); on aura ainsi les relations 


(16) Dt=$ayt (k=1,...,m). 
ŻĘ | 


Posons nous la question comment s’exprimera-t-il au moyen 
des coefficients cz, le fait que les vecteurs (14) sont unitaires 
et mutuellement ortogonaux entre eux. Les relations cherchées 
découleront de la propriété connue que la différentiation 
covariante du produit scalaire se fait suivant la même règle 
que la différentiation ordinaire. Prenons en considération le 
produit scalaire de deux vecteurs de la suite (14) 


t-t. 
k j 


Les vecteurs étant unitaires et mutuellement orthogonaux 
on aura: 


(17) AE 
k j 


où 04; est le symbole connu de KRONECKER égal à +1 si k=j 
et à zéro si k==j. La dérivée covariante d'une grandeur scalaire 
étant égale à la dérivée ordinaire de cette grandeur, les relations 
(17) donnent 


(18) (Dt)-t+t-Dt=0. 


De la, en particulier, pour j=k on a (Dt)-t+t-Dt=0, c’est 
k R k k 
à dire 


(19) t. Dt= Q0 (S ey. 
De (16), (17), (19) on obtient 


n n 
St . Dt= y (agit) : t=) Opt : t) = Oki" Ojk = apr = 0, 
k k j=1 J k ji j Rk J 


c’est à dire 


(20) Akk = 0 (io arr). 
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Ecrivons a cótć de (16): 


Dt = C ki t 
k i i 
la relation: 


Dt =) Ajit 
pra i 


et multiplions scalairement la première de ces relations par é, 
la seconde par t et ajoutons les en tenant compte de (18) 
et (17). Nous see M 

OCR Dt+t. Bi = ant: Zdon = 


=2 (Api bo? On) = = ARj + dk; 
cest a dire 
(21) akj + ajr =) (k,j=1,...,n, k +). 


Les relations (20) et (21) montrent que le déterminant des 
coefficients az; et obliquement symétrique. Les relations (20) 
et (21) peuvent être récrites sous une forme plus simple: 


(22) akj + Opn = 0 PU ere I); 


Les relations (20) expriment que la dérivée (covariante) du 
champ des vecteurs unitaires est toujours perpendiculaire au 
champ donné (& moins qu’elle ne soit un champ qui s’annule 
identiquement). 

Si nous prenons en- particulier 
(23) t=i4 

R k 

nous aurons (comme cela résulte de la comparaison des rela- 
tions (16) avec (9)): 


Akk+1 = Xk 
(24) 0 kk—1 = — *k-1 
= pour j+hk—1,k +1, 
d'où on voit facilement que les relations (22) sont remplies. 


Du théoréme général d’existence des intégrales du systeme 
d’équations linéaires du premier ordre résulte que si l’on se 
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donne dans un certain point & de lespace a n dimensions 
0 
nz m 
n vecteurs unitaires mutuellement orthogonaux t et A fonc- 
k “| 


tions ax; du paramètre s remplissant les relations (22), il existera 

dans ce cas une seule et unique courbe C passant par £ et 

(le long de C) un seul et unique système de vecteurs ¢ remplis- 
k 


0 
sant l’équation (16) et les conditions initiales ż(0)=ż; en outre 
R k 


le paramètre s est l’arc pour la courbe C. 


§ 3. Courbes sur l’hypersurface à 2 —1 dimensions plongée 
dans l’espace V, 


Soit un espace V, comme dans le § précédent. Envisageons 
dans cet espace une hypersurface plongée V,_; donnée à l’aide 
d’une représentation paramétrique: 


(25) aot he ANT) CRC 


Il est bien connu que la métrique de l’espace entourant Vpn 
induit d’une façon univoque une métrique dans l’espace 
plongé V,z-1 qui par la même devient un espace riemannien. 
Si l’on suppose l'existence d’un hyperplan tangent dans 


chaque point à Vn— | il suffit pour cela de supposer la conti- 
Ea 


| dy? | 


Ag À 
nuitć| des dérivées partielles Ta et que le tableau soit du 
i 


rang (n—1)), nous pourrons determiner dans chaque point de 


hypersurface. V,-; le vecteur unitaire n normal à V,_-. 

La lettre C désignera comme avant la courbe située sur 
hypersurface Vn—1. Par En, nous désignerons lhyperplan 
tangent à Vn— (l’hypersurface géodésique et tangente a Vn 
au point. envisagé). 


I. La courbe C sera dite asymptotique d'ordre p, si les vecteurs 


sont dans Æ,_1 tandis que le vecteur @ ne se trouve pas dans 
p+1 


En ou bien si C est asymptotique d’ordre p—l et x,=0. 
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préféré ou distingué. Pour démontrer lexistence d’un système 
préféré, nous partirons d’un système quelconque t ne remplissant 
k 


que les suppositions (31), (28) et (29) et nous désignons le 
systeme cherché par 
(34) GW. 

1 


2 n—l n 
Il est évident que du moment que 
(35) t*—t, t*=t 
1 1 n n 


on aura les relations 
n—1 
(36) = vat (A=2,...,.n—1); 
à v=? v 
il s’agit done de montrer qu’il est possible de déterminer les 
coefficients (scalaires) 


(37) Va 


de manière que le système (34) soit préféré. 


Les vecteurs t, ..., £, aussi bien que les vecteurs @*,..., t* devant 
2 n—1 2 n—1 


étre unitaires et orthogonaux, les coefficients (37) doivent 
remplir les conditions connues d’orthogonalité 

n=1 nl E 
(38) PADY You = Ów; 2 Yua Yur = Whos 

u=?2 u=2 

Nous allons employer dans la suite les lettres latines, 

pour les indices parcourant la suite: 1,2,...,n, et les lettres 
grecques pour les indices parcourant la suite: 2,...,n — 1 


(39) ARE. — 1,2 on ln. 
A, 62,070 2, tt 
Les équations 
_(40) DS api t* 
k 1 i 


en tenant compte de la condition 


(41) dr a 
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prendront l’aspect suivant: 
Dt*= ayy t T afn t + Y ala Au t 
1 1 n Au 


pa 
u 


(42) 1 Dt*=ajht tait 
A 1 n 
Dt*= amt + annt +» aha Yau t. 
n 1 n Au u 
D’autre part, nous avons 
| Dt*= Di Nyt} =D {Vau t + yau Dt} = 
à u u a u u 


— 2 (vaut + yau D auj t} 


(43) 


u 
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=» {Yau f+ DS Vay Ay € + Yan Aul : + Yau Aun €} 
u u v v n 


=» Van t +2 Yau awt TZ {Yau Gui 4 +Yin Aun É} 


- 2 Wżu FÈ Vav Ayu} È +2 Vau (aus € + dun t) *). 


En outre on a 
hae Dt = dy € + aint +) aut 
1 1 1 


(44) n HK U 
n n 1 n u u 


En comparant (42) avec les formules (43)— (44) nous obtenons, 
à cause de l’indépendance linéaire des vecteurs Ż,...,źż les relations 
1 n 


af = a1 
Ain = Ain 
(45) p 
dni — dni 
OR = Qnn 
| data Yau = Qiu 
(46) . (u=2,..., 0—1) 
| 2 Ana Yau = Anu 
(47) Yan +» Vav Ovu -= 0 
| 2 Va Qui = aŻ 1 
(48) 4 > (4=2,...,n—1). 


| D Yau Qun = an 
H 


6) Nous désignons pa l'accent la dérivée ordinaire par rapport au 


paramètre s. 
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Les relations (48) dépendent de (46). En multipliant les deux 
membres de (46) par y,, et en sommant par rapport a „ on 
obtient: 


* Aja ' — Æ * 
2: Ziu You =~ OVA /żu Vou =») Qia Oay = Uly 
(34 u 


au 


q x ; s aM 
2 Anu Yvy =D: Ona Vau vu =), dni Ów = Onw: 
u Au 


No 


D'autre part 


PI aes = 
Ż Oty You =—D Spr Yon, D Ann Von "—Ż Lun vu; 
ù m m p 

_$ == _ * *k == +6. OR 

y ~ 7 Gus dny — TT tyn) 


on obtient ainsi les relations (48). Pareillement, de (48) on peut 
obtenir (46). Nous pouvons donc omettre les relations (46) 
et en tenant compte de ce que an "an =Q et que am + Ain = Q, 
il nous restent les relations 


Glin == Qin 
ok 

Gži = Au U 
(19) À 2 Yau dni 

Co ey un 

u 
ainsi que 
(50) Vu =) Quv Yav. 
v 


Les relations (50) sont essentielles dans nos raisonnements 
ultérieures, car si nous montrons que l’on peut déterminer yau 
(le long de C) de maniere que les relations (50) soient remplies 
(et évidemment (38)), on pourra considérer (49) comme les 
définitions des aż cherchés. 

Le système (50) est un système de (n—2)? équations diffé- 
rentielles linéaires ordinaires du premier ordre a (n—2)* fonc- 
tions inconnues Yru. 

On sait que, si l’on donne les conditions initiales, un tel 
système possède une seule et unique solution. Donnons nous 
les conditions initiales suivantes: 


(51) (Griese = (Yau o — du 


et désignons par yz, la seule et unique solution du système (50) 
correspondant aux conditions initiales (51). Il s’agit de montrer 
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que cette solution remplit identiquement par rapport a s les 
conditions: 


(52) à VA va Ony . 


Nous désignerons pour cela 


(53) Lan sy). Yva Vvu 
et calculerons 
(54) imn WP a Vay 


Yan étant une solution du système (50), nous pouvons éliminer y’ 
des relations (50) et obtenir que: 


Gi ra Wen > G ją Yve + Yva Lue Wier Ti 


=à Go djg +e Yol One} Yvo , 
d’où, en tenant compte de (53) 


(55) Dan ZY (dap I up a Ano ie) 
© 


Le système (55) est également un système de (n—2)? équations 
linéaires ordinaires du premier ordre par rapport à (n— 2)? incon- 
nues L'in. 

Les membres droits des équations (55) étant égaux pour 
liu = dau en vertu de (21) a 


2 (żę One Li Aug Óżę) — du + Lug = 0, 
© 


a solution du systeme (55) sera, en tenant compte de ce que 


dd, 
IBS yy = e = 0 5 
as 


(56) Tu = Czu . 


D'autre part la solution (53) remplit, a cause de (51), la condi- 
tion initiale: 


(57) (L'au)o = AY 22 T = Cya Com = Cau - 
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Les conditions (57) déterminent univoquement la solution du 
système (55). Il en résulte Videntité (52) qu’il s’agissait préci- 
sement de prouver. Notre proposition est ainsi démontrée. 

Il résulte de cette démonstration que si l’on veut, en partant 
d’un systeme arbitraire donné a priori (27), obtenir un systéme 
préferé (34), il suffit de poser (t*)o= (t) en un point de la 


courbe C pour avoir une détermination univoque du systéme 
préferé le long de la courbe entière C. 

Nous supposons dans la suite que le systeme (27) est déja 
un système préféré c’est à dire que l’on a les relations: 


(58) dan = 0 (A, u= ?2,..., N — I). 


Nous avons ainsi fait disparaître parmi les n? coefficients a 
(n dentre eux étaient déjà égaux à zéro en vertu de (20)) 
les n?— õn +6 suivants. Le nombre des coefficients différents 
(généralement) de zéro se reduira ainsi à in—6. Pour donner 
une image, on pourrait dire que dans la matrice! ||a,,|| seuls les 
éléments en bordure (excepté les extrémités de la grande dia- 
gonale) seront différents de zéro. Tout intérieur de la matrice 
ne se compose que de zéros. 

Nous verrons dans un instant que pour une courbe arbi- 
traire C sur lhypersurface V,-; il est impossible d’arriver 
a la disparition de quelques autres coefficients parmi les aj, 
restants. 

Afin d’éviter les coefficients à deux indices, nous allons 
maintenant introduire quelques désignations abrégées: 

Nous désignons notamment par: 


| da = a1 
(59) EE BEDAC 
Y = Un 


Les équations (16) pour les systèmes préférés auront par suite 
la forme définitive suivante: 


Dt= 2 aat + yt 
1 A A n 


(60) m clr al (=o ZA. 


Dt= — yt— > bat 
n 1 À À 
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Nous allons appeler ces équations — équations généralisées de 
Bonnet-Kowalewski. Puisque pour n=3 tout système 

(t, t, t) TE (2, t, 1) 

1 2 3 l © 
est système distingué, les équations (60) se réduisent pour n = 3 
aux équations de BONNET-KOWALEWSKI (1). 

Nous allons montrer qu’il est en général impossible de trouver 
pour une courbe arbitraire C un système dans lequel on pourrait 
arriver à faire disparaître identiquement encore certains coef- 
ficients de (59). 

Nous le démontrerons indirectement en supposant qu’il 
soit possible de trouver pour chaque courbe un système distingué 
de vecteurs 

BAŁ 
1 n 


satisfaisant aux équations de Bonnet-Kowalewski Ut = Sant 
i k k 


de façon qu’un au moins des coefficients (59) (barrés) s’annule 
identiquement. Il suffit de considérer les trois cas suivants: 


(61) I) G@=0, II) y=0, HI) ;=0. 


Supposons en premier lieu que 


(62) az = 0. 
On aurait dans ce cas 
(63) | Di= ft = fat. 
En écrivant: 

t—SO, 

À u 


Dt = = 2 {Ein OFA Cou Aub} — 
2 m 
(64) S aut t+ Ou Gmi t HOn 0 uni t + à Om Ona ee = 
=> (6 t— dy an: t + Opu fu ale 
u 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII. 8 
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En comparant (64) avee (62) on obtient: 
2 Or ip 
(65) Z Ou Bu = be 
Cor 0 pour i — 2, en Sal 
La derniére relation nous donne 
(66) Ozu e Const. 


Si tous les ©, étaient égaux à zéro, on aurait une contradiction 
avec la relation 


2 Eu =1, 


qui découle de (38). Les 04, n’étant pas tous égaux à zero, la 
première des relations (65) donnerait une relation linéaire 
entre les coefficients 

CDs es dn—1 


ce qui ne peut avoir lieu pour chaque courbe C. Nous sommes 
arrivés ainsi à la contradiction. 

Supposons maintenant qu'il soit possible d’arriver à ce 
que pour chaque courbe on ait 


(67) vi, 


La relation (67) — on le verra dans le paragraphe suivant — 
montrerait que la courbe C est asymptotique (d’ordre 2) ce 
qui ne peut pas avoir lieu pour toutes les courbes C. Supposons 
enfin qwil soit possible d’avoir pour chaque courbe C: 


En partant, comme dans le cas I) de la relation 


(69 a) Dt=— at 
2 


(69 b) De 
(aj 
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La derniere de ces relations donne de nouveau (66) tandis que 
la seconde donnerait une relation linéaire entre les coeffi- 
cients fu ce qui serait impossible pour chaque courbe ©. Ainsi 
donc nous avons montré que dans le cas général les équations 
(60) sont les plus simples possibles. 


§ 5. Courbures de Vhypersurface de la courbe. Caractéristique 
des courbes géodésiques, asymptotiques et de celles de courbure 
à l’aide de leurs courbures de l’hypersurface 


Définition, Les scalaires (59) dans les équations (60) sont 
appelés courbures de Vhypersurface de la courbe C. 
Le nombre de ces courbures de l’hypersurface est égal a 


(70) on —3. 


Dans l’espace à trois dimensions le nombre de ces courbures 
sera 3 (c’est la courbure géodésique, la courbure normale et la 
torsion géodésique) et elles sont déterminées univoquement 
(sauf les signes pour les az et y si l’on ne se décide pas de fixer 
le sens du vecteur normale à la surface) 6). Pour n >4 ces 
courbures ne seront pas, en général, déterminées d’une maniére 


univoque, le nombre de systèmes préférés (t) étant infini. 
I 


Posons nous la question comment changent ces courbures de 
l’hypersurface si nous passons d’un système préféré à un 


autre (t). La réponse sera donnée par les équations (49) en 


tenant compte des relations (50). Puisque les az nous deter- 
minent déjà le système préféré, on aura az,=0 et les rela- 
tions (50) prendront la forme 


(71) Van = 0 (A, u 2 ind): 
Il en résulte que 
(72) Vau € Const. 


Les relations (49), par contre, (en tenant compte des désigna- 
tions (59) et en changeant les étoiles en barres) pourront 


6) Voir le § 10. 
g* 
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étre récrites sous la forme suivante: 


pay 
m aa = Au Q 
(73) cae 
Ba = 2 Van Pu- 


Nous voyons que seule la courbure y est un invariant absolu; 
les courbures a; et fa subissent, par contre, une transformation 
linéaire et homogène (la même pour a et 8). Chaque système 
(au), (Bu) se transforme notamment comme un vecteur contra- 
variant de l’espace à n—2 dimensions si l’on passe du système ( 12 


à un autre système préféré (£). Il en résulte en particulier que 
À 


l'annulation de toutes les courbures a: 

(74) ag=0 pour A=2,...,n—1 
ou l'annulation de toutes les courbures £$: 
(75) ba=0 pour, A=2,...,n—1 


est une propriété invariante indépendante du choix du systéme 
de préférence. 

Nous verrons maintenant comment peut-on exprimer les 
lignes géodésiques, asymptotiques et celles de courbure à l’aide 
de courbures de l’hypersurface. 


I. Lignes de courbure. En vertu de la définition (26) la 
condition pour que la ligne soit celle de courbure est que les 
vecteurs 


(76) tL 
1 n n 


dépendent linéairement entre eux. € et t étant linéairement 


1 n 


indépendants entre eux, la condition nécessaire et suffisante 
pour que les vecteurs (76) soient linéairement dépendants 
entre eux est que le vecteur 


(77) Dt= at BA 
1 À 2 


n 
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dépende linéairement de ¢ et t; il en résulte, a cause de lin- 
1 n 


dépendance linéaire des vecteurs Z,..., €, £, que l’on doit avoir 
2 


n—i n 


identiquement 


ao 


(78) b, =0 pour A=2,...,n — 1 |. 


Comme nous l'avons constaté sous (75) les relations (78), 
caractéristiques pour les lignes de courbure, ont un caractere 
invariant. 


Proposition. La condition nécessaire et suffisante pour que 
la courbe C soit une ligne de courbure est que tout champ vectoriel 


(79) Szał 


soit un champ developpable le long de la courbe C. 
Démonstration. Ecrivons la condition pour que le champ 
(80) t; 


soit developpable. 
Cette condition est 


(81) [t, t, Dt]=0, 
14 A 
cest a dire que 
LÉ, t,— aat -+ pat] = () 
1 A 1 n 
La derniére condition est équivalante 4 la relation 
[t, t, zt] = 0. 
1 À 
Puisque 
Lt, t, t] = + 1, 
1 2 n 
on doit avoir ` 
(82) bail 


Réciproquement, (82) entraine (81), c’est à dire la developpabi- 
lité du champ (80). Nous voyons, à cause de (78), que la propo- 
sition est juste. 
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II. Lignes asymptotiques. Supposons que la courbe C soit 
une ligne asymptotique du second ordre. Cela signifie que 
Pon a soit 


(83) x = 0, 


c’est à dire que la courbe est géodésique de l’espace Vn, soit 

xı+0. Dans ce cas on aura la determination univoque du 

premier vecteur normal & (dit vecteur normal principal pour 
2 


n=3) et le vecteur @ est dans lhyperplan £,-1. 
L’identité (83) nisani à la relation 
Di = Lt=0 
1 1 
qui en vertu de la premiere des relations (60) conduit aux 
relations 
(84) y=0 et ag=0 pour s=2,...,n—1. 
Si, par contre, #1+ 0, on aura Di+ 0 et puisque (comme nous. 
lapprend la premiere des relations de Frenet-Serret (9)) 


(85) Dias 
2 


1 
il nous suffira d’écrire la condition pour que le vecteur Di, 
1 
c’est à dire Dt, soit dans lhyperplan En—1. Ceci est équivalent 
1 
à ce que le vecteur Dé soit orthogonal au vecteur t—n. Pour 
1 n 


que cela ait lieu, il faut et il suffit (voir la premiere des rela- 
tions (60)) que 


(86) yes. 


Réunissant les deux eventualités (84) et (86), nous dirons que 
la condition nécessaire et suffisante pour que la courbe C soit 
asymptotique du second ordre est que l’on ait l’identité: 


(87) |7=0. . 


Supposons maintenant que la courbe C soit asymptotique du 
troisieme ordre. On aura de nouveau deux eventualitćs. Ou 
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bien elle est asymptotique du second ordre et en méme temps 
#2 =0, ou %2-Ę0 et les vecteurs å, & sont dans H,-;. Autrement. 
2 3 


dit, elle doit être asymptotique du second ordre et x2=0 
ou bien @ est dans F,_;. Mais l'identité xa =0 signifie que 
3 


Di = — xt. 
2 1 


Revenons a la relation (85) et appliquons aux deux membres 
de (85) l’opérateur D (en nous souvenant que i= t) 
1 1 


Cest à dire 
D{Z aat + yt) = xi sal x1 DŁ, 
n 2 
de là 
Ż {a,¢+ a,Dt+ y't4 yDt} =x  i— xt. 
À "A A n n À 2 1 


La relation (87) devant en tout cas avoir lieu, nous écri- 
vons encore 


dDiat+a,(—a,t+p,t)} = —Dt—xt— 
À a 1 n 1 


A 
(88) tę we 
ag ay = ae 
4 étant un vecteur-unité, la formule (85) donne: 
2 
(89) = VX a +» 


Dans notre cas x, = D) a‘ et les expressions — x? 4 qui figurent. 


dans les deux membres de l’équation (88) peuvent être suppri- 
mées. Puisque ź ne figure pas dans le second membre de (88), 


on doit avoir 
(90) Ż 262 20. 


En outre la comparaison des coefficients de ¢ dans les deux 
À 


membres de (88) donne: 
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d’où 
a 41 
a, ki 
cest a dire que 
/ LA 
AZ 4 
= ds = |-ds, 
AZ 71 
ou bien encore 
(91) ad = C2 41; où les Ca 


lp 


sont constantes qui, à cause de (89) et (87), doivent verifier 
les relations 


to 


(92) 203=1. 
À 


En substituant (91) dans (90) et en tenant compte de (92) 
et de ce que #, +0, nous trouvons que f, doivent être linéaire- 
ment dépendants entre eux. 

Cherchons maintenant les conditions d’asymptoticité du 
troisième ordre en considérant la seconde alternative quand 
xÆ 0. Lorsque i doit être situé dans Epn-1, i doit être ortho- 


gonal à €; mais 
n 


2 1 3 


Multiplions scalairement les deux membres de cette relation 
par t; on aura, en tenant compte de ce que £:4=0 et que 


A n 1 n 
4-4=0: 
3 n 


(93) t. Di=0. 


Puisque @ est dans E„— on aura è. t= 0, d’où 
2 2 n 


(94) (Di)-t+i-Dt=0. 
n 2 n 


2 
Les relations (93) et (94) donnent 
4-Dt=0 


2 n 


i(—yt —}' Bit) = 0 
2 1 A a 


ou 
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ou 


ou 


de là, puisque t, t= ôu, On arrive à la relation (90). 
A u 


Nous voyons donc que la condition d’asymptoticité du 
troisième ordre (comme celle pour l’asymptoticité du second 
ordre) pour la seconde eventualitć fait partie de la premiere 
eventualité. En réunissant les deux eventualités, nous dirons 
que la condition nécessaire et suffisante pour que la courbe C 
soit asymptotique du troisieme ordre est que Von ait les 
identités (87) et (90), cest a dire que 


(95) y= 0 et >, aa pa = 0 : 
2 


A 


Nous allons déduire encore les conditions d’asymptoticité 
du quatrieme ordre en laissant au lecteur de traiter le cas 
général en se servant de la méthode d'induction mathéma- 
tique. La courbe sera asymptotique du quatriéme ordre si elle 
est asymptotique du troisieme ordre et dans ce cas on aura 
soit x,=3 ou bien le vecteur à doit être dans E,_,. Envi- 


4 
sageons la premiere eventualité x,=0. Cela signifie que 


(96) Di = — x, ù; 
| 3 2 
mais 
«25 
#1 t + Di 41 i SL D = 
FR | is krk 
3 x2 K9 


x D(Dt) — x Dt 
xı + ever tl 
1 


-3 
#1 


#9 

1 A 
x, t+— {a t— 2 t+) a, B,t) — A > a, t 
a #4 "À 1 Pouf” #1 fy 


#9 
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et en tenant compte de (90) 


1 #1 ; 
— Doit — — ait J (#1 a4— xioa) t 
2 A Koba 


2 
9 #1 #9 


4 
Si nous appliquons aux deux membres de cette relation l’opé- 
rateur D en désignant pour abréger le coefficient scalaire 


#10a—%#141 par yz et le dćnominateur zj, par u, on aura 
g is uż (vat OD) D) Em D yat 


Di = D 


3 2 


u u 
> (uya — uyat HZ (aa ya) t + n> (Pa ya): t 


2 
li 
i 


(97) 


Le second membre de la relation (96) est ćgal 


Dt 
X 
(98) — x96 = — =—<rat. 
2 1 #1 A A 


En comparant (97) avec (98), nous obtenons les relations sui- 
vantes 


(99) D'axya=0, Zpya=V 
et 
(100) JASŁO PRZ 


U Hy 
Revenons aux désignations primitives. Nous obtiendrons 
(x J'a,a,— x Ya=0 
(101) pie Re À 
(x Zh,a,— 4 Za,B, = 0. 


La première des relations (101) est remplie automatiquement 
à cause de ce que dans notre cas 


(102) x =ÿ5e. 


La seconde des relations (101) donne, en prenant en considé- 
ration (95) et que x, +0: 


(103) à Paca = 0 (4=2.::, n—1). 
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Les relations (100) conduisent aux relations assez compliquées 
qui sont des équations du second ordre relativement aux coeffi- 
cients ag. Il est inutile de les écrire in extenso puisque dans 
la seconde partie d’alternative ils n’interviennent plus. 
Nous allons voir maintenant a quoi conduit la supposition 
xg EQ et que + soit dans Æ£,-,. Nous raisonnerons comme 
4 


tout a Vheure en partant de la troisieme équation de Frenet. 


Di = — wot + #34 
3 2 4 


et en la multipliant scalairement par t. Puisque @ aussi bien 
n 2 
que @ sont, en vertu de la supposition, dans E,_1, le second 
4 


membre sera égal a zero; par conséquent aussi 
mais 


Les deux dernieres relations conduisent donc a ce que 
i. Dt=0, 
3 n 


Cest à dire que 


i- (2 Bat) =0. 
3 à 


De la on aura 


OM) IE 0, 
u u À A 
done 


2 Yapa = 0, 


ce qui conduit, comme on l’a vu, à (103). 
Ainsi done la condition necessatre et suffisante pour que la 
courbe C soit asymptotique du 4-iéme ordre est que 


(104) y=0 et Yfaa=0 et Yfya,=01. 


De cette manière au moyen de l’induction mathématique on 
arrive A la proposition générale suivante: 
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Proposition. La condition necessatre et suffisante pour que 
la courbe C soit asymptotique d'ordre ,p” (où 5 <p <n—1) 
est que Von ait les relations 

y == () 
| n—1 


‘a PULL POUR TO; m3: 


PU 
où a?) =a,, et où a? est la derivee d'ordre (r) de la fonction az 
par rapport à lare 8. 


III. Lignes géodésiques, La déduction des conditions 
effectives pour qu'une ligne soit géodésique d’ordre arbi- 
traire ,,p” n’est pas un problème facile. On rencontre des 
grandes difficultés, lorsqu’on veut exprimer les courbures x; 
en fonction des courbures hypersuperficielles. Nous nous bor- 
nerons a l’établir des conditions (simples) pour que la courbe 
C soit géodésique du deuxième ordre et qu’elle le soit du 
troisieme ordre (déja assez compliquées). 

Si la courbe C est géodésique dans V,, on aura (83) et 
a cause de (89) les conditions (84) doivent avoir lieu. Si x, +0, 
la courbe C sera géodésique si le vecteur ¢ est situé dans le plan 


n 


des vecteurs @ et 4, c’est à dire dans le plan des vecteurs 
1 2 
t et Dt =% at + yt. 
1 1 A n 


Cela signifie qu’il existe deux nombres o, o ayant la propriété 


(106) EERIZE A 
et tels que 
(107) t= ot to{Yast+ yt). 


A cause de l'indépendance des vecteurs ź on tire de (107) 
i 

(108) o=0, oaą=0,-—0ys=ml.. 

Linégalité (106) et osz0 donne o0, ce qui conduit a 


(109) uą:20 pour A=2,...,n—1 
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1 w À 
et à Ce que y = = + 0. Réunissant les eventualites on arrive 
a la 


Proposition. La condition nécessaire et suffisante pour que 
la courbe C soit géodésique sur V,_1 est que les relations (109) 
soient remplies. 


Cherchons encore la condition pour que la courbe soit géodé- 
sique d’ordre 3. Supposons que t ne soit pas dans le plan des 


vecteurs (à, 4) mais que ź soit situé dans l’espace des vecteurs 
e 7. n 

(4,4,%). On aura de la définition meme 

PE 

] 


j= 0 JD 
2 41 1 


1 
a, © 1 2 
Ces formules, en tenant compte de (60) donnent 


f 1 
i=—{Sazt+ yt}; 
2 xi 2 n 


© ] r , xi 
Di=—tFat+a,Dt+yt+yDt) — = {S'ait + yt} = 
2 #4 À a n n #1 A n 


=m{ 2! aa t + a2(— CNE Bat) ry t-+- y(— me =) Pat); =a 


= #1(2 af + 74) 
— 2 
De la 
(110) ZWZ Wa D (a(a2 — ypa) — xi ai} t 
z t+ Di = —— t + ——__________—+ = 
1 2 21 n on 
= 9 : a, 
3 
d’ou 
oy Qa Ba "ia y) #1 —YX1} t +2 { mala — V1) — xi aa} t 
a X Oe À 
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Puisque g ne doit pas être situé dans le plan e à) mais 
dans CZ (4, i 4), il y aura trois nombres 0, 6,7 AE que 
GE (| 


et tels que 


0 . 
f=ci+cituwv=ct+—fpt+Yat+ 
1 2 3 1 “1 n a 


rn 


z Ue > aa Ba + y’ EE 2 LA C — ró wa] Pw 


On obtient de la en prenant en considération l’indépendance 
des vecteurs Ż: 


J 
oy , 
a Ga pH} ; 
oda 
(111) D= a {x(a — yBa) — xi aa}. 


2 


Puisque r+0 et n>4 (pour n=3 il ne peut être question de 
la géodésité d’ordre 3), il résulte de la troisieme relation (111) 
que la matrice 


(112) | Any #1(a2 = ypa) Jü xi aa | (2 = 2, ee N — 1) 


doit avoir un rang inférieur a 2. Puisque ġa? >0 (si la courbe C 
n’est pas géodésique du deuxième ordre) la matrice (112) doit 
être du rang 1, Cest à dire que la matrice 


(113) aa — ypa, aa! (A =2,..., n —1) 


doit être du rang 1. 


La deuxiéme des relations (111) ne donne plus aucune con- 
dition pour a, 6,y et ne permet que déterminer les coefficients 
o,t. Les conditions de géodésité d’ordre supérieur au troisieme 
ne sexpriment pas si simplement. Il est évident que de la 
condition (109) il s’ensuit automatiquement que la matrice (113) 
est du rang inférieur à 2. 

Remarquons que dans les formules (108) aussi bien que dans 
celles de (111) o=0, ce qui signifie que dans le premier cas 
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le vecteur £ est tout simplement linćairement dépendant de à 
n 2 

et dans le second — que le vecteur est situé dans le plan des 

vecteurs (å, ù). Ce fait peut être généralisé en modifiant even- 
2 3 


tuellement la définition des courbes géodésiques. 


§ 6. Les courbures de la courbe et ses courbures 
hypersuperficielles 


Nous avons remarqué dans le chapitre précédent que la 
déduction des formules effectives pour les courbure x; de la 
courbe C en fonction de ses courbures hypersuperficielles 
az, y, Pa présente des grandes difficultés. La première courbure x, 
s'exprime au moyen d’une formule relativement très simple 


(114) 4 = VS a +72. 
Déjà la formule pour la deuxième courbure est assez compli- 
_ quée. De la formule (110) on obtient 
V fal Y aa Pa + y) — pa? +2 Palo ypa) — aa a]? 


„2 
1 


(115) A = 


La formule pour la courbure #3 est très compliquée et il est 
quasi-impossible d’écrire la formule effective générale pour la 
courbure x;. Nous nous bornerons d’en donner une idée en 
établissant une formule de récurrence de laquelle nous allons 
tirer les conclusions gérérales sur la forme de la fonction à l’aide 
de laquelle cette courbure x; est exprimée au moyen des cour- 
bures hypersuperficielles et des ses dérivées. Supposons, notam- 
ment, que l’on ait calculé la courbure x, et qu’elle s’exprime 
comme suit: 

(116) =p = f (az, ee fea; Y ji a) pa, Das ba; ery ES 
ou f est une fonction algébrique des arguments qui y figurent. 
Pour calculer la courbure suivante xp}; on partira de l’équation 
de Frenet 


(117) Di=— xp: 4+ Mp4 KZ 
p+1 p p+2 
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de laquelle on a 


p--1 ` 4 = Ap" 4--Di. 
p+2 p p+! 


On voit aussi que l’on a (les vecteurs ¿å étant les vecteurs- 
k 
unités) 


G ża =V + ae 


Pour nous orienter au sujet du module du vecteur Di, remar- 
p+1 
quons que: 


Le module de Li s'exprime donc au moyen de ag, az, y, y’, Pa. 
2 


Supposons que Di s'exprime algébriquement à l’aide de 
p 


, (p—1), , y! 1), £ (p—2) 
(AOC Oy 0g IO, WIG PNEU dc DD 


En même temps, puisque 
CR RE AD 


a —1 
d — — — 
p+1 <p 


on constate en vertu des suppositions (116) et (118) que p41 
sera une fonction algébrique des éléments 


, w, i M. a. 4! (p— 
QQ; Une. 3 YrYy ses Y 3 Pa, Pare bA 


— 
w 
e 


L’induction mathématique achève ainsi notre conclusion. 


§ €. Les B-courbures de la courbe située sur hypersurface V,,,_; 


Pour Jes courbes situés dans un sous-espace X, plongé 
dans l’espace Z, (à connexion linéaire) où p<n j’ai introduit °), 
en imitant un raisonnement de HLAVATY, certains invariants 
liés d’une manière intrinsèque au fait que l’on traite la courbe 
comme étant située dans X, et non dans Z, (quoiqu’elle soit 
indirectement dans La). Je continuerai à appeler dans la suite 


7) Dans le travail cité plus haut. 


EQUATIONS DE BONNET-KOWALEWSKI 129 


ces invariants ,,les B-courbures'. Je vais rappeler ces défini- 
tions dans le cas où L,=V, et quand p=n—1 et X,=V,_. 
Il est évident que dans le cas special au lieu d’un arc affin 
figurera larc métrique s. 

Désignons par B le champ des (n—1l)-vecteurs simples 
(contrevariants) défini le long de la courbe C située sur V,_}. 
Nous désignerons aussi, comme dans les chapitres précédents, 
par D le symbole de la différentiation covariante (par rapport 
a l’arc s) des grandeurs quelquonques et nous poserons 


| B=B 

1 

(120) eee (4 =1, 2,...) 
i+1 i 


Nous obtiendrons ainsi une suite de (n—1)-vecteurs 


B, BB; 
ią © 


soit m un entier dćterminć univoquement par la condition que 
les (n —1)-vecteurs: 


(121) B, B,..., B 
1 2 m 


soient linéairement indépendants entre eux, tandis que déjà 
le (n — 1)- vecteur 


(122) B= DB 
m1 m 


est linéairement dépendant des (n—1)-vecteurs (121). 
“ On peut facilement montrer que si l’on prend un autre 
(n—1)-vecteur B situé dans E,_1 et qui ne diffère, par consé- 
quent, que par un coefficient de proportionnalité de B et si 
l’on définit d’une manière analogue le B, le nombre m obtenu 
par la suite B sera identique à m. En prenant comme B un 


(n—1)-vecteur arbitraire a priori (B+0) et situé dans 
E;-1 nous poserons 


B=o:B 
1 

(123) THB (4 =1, 2,...) 
i+1 i 
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Puisque le (n—1)-vecteur (122) doit être linéairement dépen- 
dant des vecteurs (121), on aura 


(124) re 

Le nombre m remplit dans le cas général (V, CV,) les inégalités 
(125) DEAD NC ej 

Dans notre cas où p=n—l, on aura 

(126) Lim gn. 

Le facteur o sera dćterminć par la condition 

(127) m=O. 


Nous allons montrer que cela est possible. Posons pour le faire 
m—1 
D" B= S4;:D'B 
j=0 


(DB=B, DB=DB, D*+" =D(D*)). 


(128) 


On aura ensuite 
B= D(oB)=o' . B + oDB 
2 


B= DB = D(0'. B+ oDB)=o"-B+20'-DB+cD B 
3 2 
et l’on montre par induction que l’on a en général 


Î . 
(129) B = > ( i) CUT D (o = a). 


En particulier pour j=m 
(130) B=DB= j fy ee | DİB. 
m+1 m Frs v 
On peut éliminer successivement les D*B des équations (129) 
et les exprimer au moyen de B(j<k-+1). On a en effet: 
i 
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(le facteur o est évidemment 
u différent de zéro) 


DB = : (B-o'-B)- 2 (B— © B), 
2 642 gi 


ad Cp PE 92 
DB = | (B—o'"B—20'DB) — Al BA SERN PA B). 
o ZAW G 1 O ą a? `i 


3 a 


‘On peut montrer à l’aide de l'induction mathématique que 
l'on aura 


g’ 


” les termes renfermant 
| pra ine ZB W \ 
pe a \j44 ją o; les B avec les indices k <JJ 
R 


Si lon substitue (131) dans (128), on obtient 
DD. AD ZB DEB... 
ASE = (3 — (m— 1): SB +. 


m—1 


132 r 
‘ ) Him: Z| B—(m—2) T B+...)+.. 
ae EM 
O 1 


La substitution de (132) et de (131) dans (130) donne: 
DB =oD"B+mo'D™ (B+... 


=In1|B—(m—) B Ln 4 + 


Lm 


(133) ZEE DT B+. + +2 B+ 
pode | B—(m—1)— B+. Wa 19A] B=. |= 
| „m ‘à (2/6 [m 


On voit que l’expression B dans le second membre de (133) 


aura le coefficient 


(134) HE ah Haman 
o 


Q% 
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L'identitć (127) devant etre remplie, on doit avoir 


(135) EL 


o m ? 


d’ou en intégrant on obtient 
1 
(136) G=0(: 67 in imade, 


Nous voyons que le facteur cherchć o est déterminé par la 
formule (136) a un coefficient constant C pres (le long de la 
courbe). 

En choisissant le facteur o dans la formule (123) d’après 
celle de (136) nous pourrons écrire au lieu de (124) une relation 
plus précise, notamment: 


m—1 
(137) DB= Ż'n,: B. 


m j=1 j 
Définition 1. Les coefficients scalaires dans la formule (137): 
(133) His H2y:**; Um—1 
seront dits B-courbures de la courbe C sur Vn- 


Définition 2. Le nombre m sera dit ordre de B-platitude 
de la courbe C. 

Demandons nous comment varient les courbures w; si l’on 
multiplie le facteur o par une constante C. On aura dans ce 
cas: 

B=CB, B=DB=D(CB)=CDB=CB. 
1 1 2 1 1 1 1 


On aura de meme d'une manie:e analogue 

(139) B=CB ZE. 
j j 

Si l’on pose donc 


m—i 
DB= Si B, 
m ji 


on aura, à cause de (139) et de ce que DB=CDB: 


(140) Uj = Hj (j =1,...,m—1),. 
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c'est à dire que les B-courbures sont des invariants absolus 
relativement a la constante multiplicative C dans la for- 
mule (136). 

Déterminons le facteur o en prenant comme point de départ 


pour le (n—-1)-vecteur B le (n —1)-vecteur formé des vecteurs 
LL de 
l 


n—1 


(141) Bee aar 
1 2 


n—1 
Nous rappelons la règle de la differentiation covariante d'un 
tel (n —1)-vecteur qui s’exprime par la formule 


n—1 
(142) DRESS DT, t. 
J=1 1 = EE n—l 


Pour calculer le second membre de la formule (142) nous dési- 
gnerons pour abréger par b le (n—1)-vecteur suivant 
j 


(143) b=[t,..., t, t,..., È, t], Ge 2). 
J 1 j—1 j+1 n—1 n 
On obtiendra en appliquant les formules (60) 


LDŁ, &...., t]=[ ot 4 yt, t,...,t]j= 
12182 n—1 A n 2 


n—i 
S ys mee wg r n t]=(—1)"-y- b. 
(144) PAREIL aa ie ee: A r Gi Hale e, s E 
1 4—1 nak n a+ tiar 


inet | fi i F si WL Lycee 8,b= 
1 A—1 n 2—1 n—1 4 


= (—1)a-4-1 Ba : b,. 
On a done 


(145) DB= (—1)7- yb +5 (—1) 18, 


On déterminera pareillement la dérivée covariante pour les 
autres b (car B = b): 
J n 


Db = D[t, .. „dt = ZT. ., t, Dt, t,..., t, t] + 
1 2 


A l n 1 A A+1 n—1 n 


+, £, DE] ZD we kaja PA URZ À + 
2 n—1 n A 2 A—1 1 

+ [t,..., t, — yii Bit =—J aa[t,..., t, t, t,...,t] — 
2 n-i Kat g2 zi 2 “Gta LI h 


a Lees, t,t] EAR cle FM ayo. 


(146) 


n—1 1 
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Finalement 
| Db = [Dź, Cre tt ATAT t] +)'[t,..., Dti t| + 
À 1 02 2-1 4+-1 n MA 1 u n 
+ ae Dt] Alo aut yt, Vy asus iid Ut bie t] + 
1 n u u n 2 A—1 A+1 n 
di e t, T 7 el dont 


A—1 A+1 
hae Stee mó RS AWARE 
(147) RUIZ ü R 21241 tI 


OŚ p trues b — aut + But, ty, t] = 


UDA 1 A—1 21 u—1 n u+1 
mural APE of » > Aalt, + ...,t,t]j= 
A 2 2—1 241 i ati n—i à 
| = (— 1) ax b + (— 1 fete hee 
1 n 


Nous pouvons réunir les formules (145), (146), (147) et leur 
donner la forme suivante 


Db =S (—1)— ab + (— 1) yb 
1 A a n 
| Db = (—1)4a, b + (—1)"-#B,,b 
ui 1 n 
Db = (— 1)" yb +)» (—1)"-4-18, BD. 
n 1 À 4 


(148) 


Nous constatons que les formules (148) ressemblent beaucoup 
aux formules généralisées de Bonnet-Kowalewski (60). Il 
suffira dy remplacer t par (—1)/- b pour obtenir les for- 
mules (148). J J 

Cette dualité entre les formules pour les vecteurs t et les 


J 

(n—1)-vecteurs (créés à l’aide de ceux-ci) b était d’ailleurs 
à prévoir. i 

En partant des formules (148) nous pouvons calculer succes- 
sivement les itérations DİB = D'b et arriver à 4,1. Après 
avoir trouvé Àm-1 on calculera le coefficient cherché o par 
la formule (136). Nous allons donner les calculs effectifs dans 
le cas particulier de n =3. 

Dans ce cas les équations (60) se réduisent aux équations (1), 
les équations (148), par contre, aux équations: 


Db = — ab + yb 
1 2 3 


(149) am AE a 


Db= —yb+ Bb. 
3 1 2 
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Le nombre m peut prendre, comme on le voit des inégalités (126), 
trois valeurs différentes: m = 1, 2,3. 

Supposons que l’ordre m de B-platitude de la courbe soit 
égal a 1 


(150) mS 
Dans ce cas 
Db = %4 P. 
3 3 
En comparant 
À0 B = — yb + fb 
3 1 2 


et en nous rappelant que les (n—1)-vecteurs 0, b, b, sont 
14 2573 


linéairement indépendants entre eux, nous obtenons de là 


(151) A 20, y= 0, f=0. 


Dans ce cas, alors, 4, = 0 et la formule (136) donne o e Const; 
on aura 


(152) LL, 


ce qui veut dire que l’unique B-courbure de la courbe C est 
dans ce cas identiquement égale a zéro. 
Supposons maintenant que 


(153) m= 2. 
On aura, alors, 
(154) D?6=),60+4+1,D6, 
3 3 3 
mals: 
D?b = — y' b+ f' b— yDb+ BDb= 
3 il 2 1 2 
= — y' b+ f' b+ ayb — y? b + afb—f? b 
1 2 2 3 1 3 

= (af — y')B + (8'+ ay) b— (8447). 

D’autre part: 


20 0 + ADD = 10 b — y2, D + 8440. 
3 3 3 1 2 
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De la comparaison avec (154) nous obtenons 


| ap — y'= — yy 
(155) B' + ay = BA 
— (P + y?) = 0. 


En éliminant 4, de deux premières équations (155) on arrive 
à ce que - 


(156) aN y) yp’ — py 0. 
Puisque m=2 (voir (151)), on a 
(157) ERGO 
et l’égalité (156) donne 
by — vB 
(158) a= gy 


La premiere des ćquations (155) permet dans ce cas de cal- 
culer A,: 


— 
— 


o PH] 


On a de la à cause de (136) (en posant C =1 ce qui est permis 
en vertu de ce que nous avons dit plus haut): 


1 a Es , hs 
(160) = e afad = eT 4670 — (Bp dj 3, 


Calculons maintenant la courbure x. 
Posons 
B = 6. 


1 3 


En différentiant deux fois, nous aurons: 
D?B = o” b +20" (— yb + Bb) + 
(161) | à ES 
+ o[—y'b-+ 8 b—y(—ab + yb) +B(ab— 8b)]. 


A cause de (137) 
(162) D! B= u B= mob. 
1 1 3 
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En comparant les coefficients de A dans (161) et (162) on 
obtient 


o” — o (f? + y?) = no, 
d’où 


(163) 4 = —— (6? + y?). 


La substitution de la valeur (160) a la place de o conduit a une 
formule assez compliquée pour la courbure 4: 


(164) PB” + eyy” + By? + By" Łysy" + ye 
pa 1 UPPER SUN alge 2 Gaye CEE 
si 2 (p? + 2)? 
Considérons enfin le troisième cas le plus général où 
(165) =. 


En différentiant encore une fois la relation (161) on aura 
iba aon rg A um dop n° 
#0 PD) tof y'D4B"D + (ay + ay) b—2yy'b 
ti CAR A AAA 

| +ar( TENS kto GEE i Ad GA UA 


(166) 


D'autre part, on doit avoir 
TETE git polo riki Coates ot Math 2) 
1 


(165mm 
IE GOD Olo ei PERE Ns 


La comparaison des coefficients correspondants des Jb, b, b 
dans (166) et (167) conduit, si l’on pose ds 


(168) a? + 62+ y2= Q 
aux relations suivantes: 
— poy = — 3yo" + 3(aB— y) o + (2af" + a’B— y” + yQ)o 
(169) 12 0B = 3Bo'’ +3 (ay + B’) o’ + (2ay’ + a'y + Bp" — BQ) o 
140 + poo’ = 0" — 3 (f* + y*) o’ —8(68' + yy’) o 
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Puisque m=3, lexpression du premier membre de (156) est 
différente de zéro 


(170) M =p + y?) + yp’ — £y FO. 


On éliminera o’’ de deux premieres équations (169) en multi- 
pliant la premiere par 8, la deuxieme par y et en les ajoutant 
membre a membre. On obtiendra - 


(171) 3Mo' + [2a(BB’ + yy’) + a' (6? + y?) — By" +8'yla=0, 


c’est à dire, comme il est facile de remarquer: 


(172) 3Mo' + M’c=0, 
d’ou: 

of 1M' 
te) c WEG” 


En intégrant effectivement l'équation (173) et en prenant la 
constante d'intégration égale à 1 on obtient: 


(174) O = PROW O 
Vu 


Après avoir calculé o, on substitue la valeur dans la première 
équation (169) et on trouve d’abord la courbure u. La sub- 
stitution de #, dans la troisième équation (169) donne la cour- 
bure „,. Les longueurs des formules effectives pour m, et m, 
nous empêchent de les reproduire ici. On voit en tout cas de 
(170), (174) et (169) que u, sera une fonction algébrique dépen- 
dant des troisièmes dérivées de 5 et y et de la deuxième dérivée 
de a. L’ordre de la courbure w, par contre, sera supérieur d'une 
unité, Cest à dire qu’elle dépendra des quatriemes dérivées 
de 6 et y et de la troisième dérivée de a. 


§ 8. Sur une relation entre l’ordre de platitute r 
et l’ordre de la B-platitude m 


Récrivons les équations (60) et l’équation (148) en posant 


(181) b*=(—1yb, 
| J 


J 
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en mettant la troisieme équation en premiere place et la pre- 
miere équation a la troisieme place. On exprimera ainsi le fait que 
pour établir les équations de Bonnet-Kowalewski nous partons 
du champ vectoriel 5 et que pour arriver aux équations (148) 


on prend comme point de départ le champ des (n — 1)-vecteurs b. 
On aura alors j 


Dt= S'ast+ yt Db* = — yb*— 5 p, b* 
1 a n n 1 a 

(182) pokoi non siędo 
u 1 n le n 1 

Dean she [pra Er 


n 


On peut facilement déduire de ces équations les deux propo- 
sitions suivantes: 


Proposition I. Si r =1, dans ce cas n<n—l. 
Proposition II. Si m =1, dans ce cas r<n—l. 


Nous ne donnerons que la démonstration de la premiere 
de ces propositions. Celle de la seconde proposition est tout a fait 
analogue. 

Soit done r=l, c'est à dire 


=() et a=0 (4=2,...,n—1). 
Le second groupe d’équations (182) se réduit a 
| Db* = — 5'B, b* 
n a 
| Db* = By - b*. 
u n 
La troisième équation peut être omise. 


En différentiant la première de ces dernières équations et 
en utilisant l’autre, on obtient successivement: 


D? b* = — Y(f, b* + 630*), 
n A n 

D3b* = — Y(64b* + 38,8,b* — bi b*), 
n 2 n A 


= — SL (Ba — 63) BY + 384620") 
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Au moyen de la méthode d’induction on parvient a démontrer 
que 
Di b* = 0,b* + Yt, b*, 
n n à A 


d'où on voit que l’on aura 
n—2 
D" D" = Sw Di b*, 
WA, bę 


ce qui démontre notre proposition. 


Dans le cas particulier des courbures hypersuperficielles 
constantes on a: 


D*b* = — Ypi. b*, 


c'est à dire que dans ce cas m <2. On arrive ainsi aux deux 
propositions suivantes: 


Proposition I*. Si les courbures hypersuperficielles sont con- 
stantes et si r==l, dans ce cas m<2. 


Proposition lI*. Si les courbures hypersuperficielles sont con- 
stantes et m =1, dans ce cas r<2. 


§ 9. Quelques théorémes sur les courbes 
situées sur hypersurface V,_, plongée dans V, 


Proposons nous de généraliser trois propositions du 
1 chapitre. 

Supposons tout d’abord que la courbe C soit géodésique 
et une ligne de courbure. Dans ce cas, en vertu des formules 
(78) et (109), auront lieu les relations: 


(183) a= fam 0 pour A=2,...,h —1. 


Si l’on avait en meme temps y= 0, on aurrait, à cause de (114) 
# = 0 et la courbe C serait une géodésique dans l’espace Vpn. 
Supposons que y+0. Dans ce cas x,=F0 et la formule (114) 
nous donne: 

m=ey Où =l, 


3 = + 
d'où xi Fey. 


EQUATIONS DE BONNET-KOWALEWSKI 141 


La formule (115) donne 


xa = Very’ — var _ Vievy’—evy'? _ 
x? y? 


Nous pouvons donc énoncer la 


Proposition 1. Si la courbe C est en même temps une ligne 
de courbure et une géodésique, cette courbe doit être plane (son 
ordre de platitude r<2) 8). 


Proposition 2. Une ligne geodesique plane qui n’est pas 
droite (c.-à-d. n'est pas géodésique relativement à l’espace entourant ) 
est une ligne de courbure. 


Démonstration. Pour une telle ligne géodésique on a 


(184) PRE Et (y +0} 
et a. 

sa Niele eo 
(185) EZ A Spe: 


donc la relation x= 0 entraîne les relations 5, =0 d’ou il résulte 
que cette ligne est une ligne de courbure. 

Supposons maintenant que la courbe C soit une ligne de 
courbure et en méme temps une ligne asymptotique (du 2-ieme 
ordre). On aurait en vertu de (78) et (87) 


(186) Pa =0 pour A=2,...,n—1 et y=0. 
Supposons encore que 

Dea (U. 
Dans ce cas 

“y= VS a? 
et 

S baai of / DICTA 
(187) A MY NJ ZZAKZA 
ya ya 


w) Ce théorème pour n=3 est dû à Bertrand. 
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On voit de la formule (187) que dans le cas général (n > 4) 
%,+-0 et que la proposition 2 du $ 1 ne peut être etendue au cas 
general. 

La courbe C, en admcttant qu'elle soit une ligne géodé- 
sique et asymptotique, ne sera plane (r =2) que si l’on a les 
relations: 


(188) a, = Ca: pour 2 =2,...,n —1. 
Des relations (188) nous obtenons: 
(189) dą =C,e°* où Cz sont des constantes. 


Nous constatons que dans le cas particulier où les a, sont 
constantes, les relations (188) sont vérifiées. Nous avons alors la 


Proposition 3. Si la courbe C est une ligne de courbure et en 
móme temps une ligne asymptotique et si ses courbures hyper- 
superficielles sont constantes, la courbe C sera plane. 

Remarquons maintenant que des suppositions (183) résultent 
les relations (104). De 1a, en nous appuyant sur la proposition 
de la page 124 nous pouvons énoncer la 


Proposition 4. Si la courbe C est une ligne de courbure et 
asymptotique du deuvième ordre, elle sera une ligne asymptotique 
de chaque ordre. 

Admettons maintenant que Ja courbe C ‘soit géodésique et 
asymptotique du deuxiéme ordre. On aura alors les relations 


(190) y=0 et aa 50 pour A=2,...,n—1. 
Nous avons dans ce cas, à cause de (114), x, = 0 et la 


Proposition 5. Si la courbe C est asymptotique (d'ordre 2) 
et géodésique (d'ordre 2), elle sera une ligne droite (géodésique 
dans l’espace entourant Yn). 

Nous voyons donc que la proposition 3 du § 1 se généralise 
au cas des dimensions quelconques. 

Par contre, si nous supposons que la courbe soit asympto- 
tique d'ordre 2 (y=0) et géodésique du troisième ordre, la 
matrice (113) c'est à dire dans notre cas la matrice 


(191) Jaz, aall 
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est du rang 1. Nous avons donc 
a =C:a2 
d'où nous obtenons que 
(192) ag=O,e° (C, C, constantes). 


Nous voyons en particulier (C = 0) que sz les courbures az 
sont constantes, la courbe sera géodésique du troisième ordre. 


Le théorème 3 du $ 1 est dû à Enneper. D'après l’article 
de M. LILIENTHAL inséré dans Enzyklopedie der mathematischen 
Wissenschaften ENNEPER aurait démontré un théorème affir- 
mant que toute courbe asymptotique plane est une droite. 
L'exemple d'une ligne asymptotique qui est en même temps 
une ligne de courbure montre que cet enoncé n’est pas exact. 
Une telle ligne est plane, en vertu du théorème du $ 1, sans 
être forcément droite °). On a sur ce sujet le suivant 


Théorème 5*. Dans le cas n —3 toute courbe asymptotique 
plane qui n'est pas en même temps une ligne de courbure est 
forcément une ligne droite. 


On a, en effet, pour une ligne asymptotique y=0, c.-à.-d. 
41 = EX. 
Supposons, par l'impossible, que l’on ait a=E0. On a alors 


Vep 


%2 
po 


S E, 


Comme x, = 0, donc 6=0 et par suite C est une ligne de cour- 
bure ce qui est contraire à notre hypothèse. 


Le théorème 5* n’est pas susceptible d'une généralisation 
au cas n>3. 

Examinons maintenant si la courbe C peut être a la fois 
géodésique du troisième ordre (et pas du deuxième ordre) et 
asymptotique du troisième ordre. Si elle est géodésique du 
troisième ordre (et pas du deuxième ordre), alors x, #0 et x+ 0 


9) Un plan perpendiculaire a laxe d’un tore de révolution et tangent 
à ce tore, touche le tore le long d’une circonférence qui est évidemment 
à la fois une ligne asymptotique et une ligne de courbure. 
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et les relations (111) ont leu. Mais du fait que C est asympto- 
tique du troisiéme ordre résultent les relations (95) et la deuxieme 
des équations (111) conduit 4 une contradiction 1=0. Nous 
pouvons done ćnoncer la 


Proposition 6. Si la courbe C n'est pas géodésique au sens 
ordinaire (d'ordre 2), elle ne peut pas être géodésique et asympto- 
tique du troisième ordre simultanément. 

Examinons maintenant l’ordre m de la B — platitude des 
courbes qui remplissent deux de trois propriétés (être une 
ligne de courbure, ou asymptotique ou géodésique). 

Nous allons reprendre pour cela les équations (148). 

Supposons que la courbe C soit une ligne de courbure et 
géodésique. Dans ce cas f1=a1=0 et l’équations (148) prendront 
la forme suivante: 

| Db = (—1)2"' yb 
1 


n 


| me " (—1)" yb, 


1 


d’ou (pour y +0) nous avons: 


D2b = (—1)""{y'b + (—1)"y2b} = > Db— 12d, 
1 n 1 KI 1 
ce qui montre que l’ordre de la B-platitude de la courbe m =2. 
Nous avons ainsi dćmontrć la 


Proposition 4. Si la courbe C est une ligne de courbure et 
géodésique, elle est B-plane. 

Supposons maintenant que la courbe C soit une ligne de 
courbure et asymptotique du deuxieme ordre. Dans ce cas 


Pa =0 et y=0O. 


La premiere équation du second groupe d’équations (182) 


donne 
Db*=0 


n 


c'est à dire m=1 et l’hyperplan E,_, est stationaire le long 
de C. Il en résulte la 
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Proposition 8. Si la courbe C est une ligne de courbure et en 
même temps une ligne asymptotique, l'ordre de la B-platitude 
m =l. 


Supposons enfin que C soit une ligne géodésique et une 
ligne asymptotique, c'est à dire que l'on ait 


ag=@0 et y= dO. 


Nous aurons dans ce cas, comme on le sait, r —1 et en vertu 
de la proposition I du chapitre précédent 


Proposition 9. Si la courbe est une ligne géodésique et asympto- 
tique du deuxième ordre, sa B-platitude m est au plus égale an—1. 


Si en particulier la matrice (191) est dans ces conditions 
du rang 1 alors la courbe, comme on l'a vu, sera plane. On 
peut montrer pareillement que sz la courbe est une ligne 
asymptolique et geodestque et st ses courbures f, satisfont a la 
condition que la matrice 


| Ba, Ba || 


est du rang 1, la courbe possède l'ordre de B-platitude au 
plus égal à 2. 


§ 10. Cas particulier de n = 5 


Dans l’espace V, les formules (1) ont lieu. Dans ce cas 
les formules (114) et (115) se simplifient. Au lieu de (114) 
on a notamment 


(193) zy = Va? + 72. 


Dans ce cas 


, , 
£ aa + yy 
xı = ——— 
41 


(194) si xı+0. 

La substitution de cette valeur dans la formule (115) qui se 
réduit à 

= Walp ty) — dP + tala By) — oy? 

=<. we 


1 


(195) z 
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conduit tour A tour aux transformations 


Viet) (ab +9) — yaa’ + yy VB +E +) (a — By) — alae’ yy) _ 


Ho = 


23 
1 
=> (a+) {opty Pa — By} + (aa + yy P(e +y)—2(a' +") (aa' + yy’) {y(aB + y) + ata —By)} 
1 
ly 
= z Me lab ry”? + (a! —By)3+ (aa tyy (a +?) —2( + 7) (ale yy’! 
1 
1 | 
= zet) abt yl + (a By) —(aa' + yy’? 
1 : ‘ . 9 / | r 212 
= 3 (ay —ya' P+ 2p (a+) (ay — ya) + P(e + PT 
1 
lay’ — ya + B(e+ 7) | 
A a 
finalement a la formule: 
| : | ay’ — ya’ 
(196) x, = 0 {p+ # hh 
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On sait que pour n=3 on peut donner une définition algé- 
brique de la seconde courbure x, en lui assignant un signe tel 
que le triedre (¢,4,¢) soit dextrorsum. Si la surface V, peut 
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étre orientée (si elle n’est pas une surface fermée, nous ne 
possédons pas un moyen invariant de l’orienter meme si V, 
est orienté), nous pourrons attribuer un sens préféré aux 
vecteurs € et choisir les sens des vecteurs € de manière que 


3 2 
le système (t, ¢, t) soit de même orientation que le système 
1 2 3 
(i, i 4). De ce moment les signes des courbures superficielles 
1 eee 


seront déterminés univoquement ce qui permettra de déterminer 
univoquement le signe e dans la formule (196). On pourra 
le faire, comme on le verra dans un instant, sans se servir 
de la condition x, >0, dans le cas où les curbures hyper- 
superficielles a, 8,y ne sont pas déterminées. univoquement 
& cause du manque d’orientation de la surface V,. 


Proposition. Sz l’on change l'orientation de la surface V;, 
la courbure B ne varie pas tanais que les courbures a, y changent 
de signe. U 

La démonstration est immódiate. Désignons par t,t le sy- 
steme de vecteurs obtenu en changeant bordant God de la 
surface V,. 

Dans ce cas, puisque f ne change pas et que les systèmes 


(t, t) et (t, t) (qui sont dans le même plan) doivent avoir la même 
28 3 23 
orientation, auront lieu les relations 


(a) t=—t, i=—t. 
: 2 2 3 3 


Les équations (1) se transforment, à cause de cela, en équations 
suivantes: 


fies 
= a 
ls gt = pt 
ds z we 
| dt 
(b) — — at - ft 
ds ok t p 
dt 
— = yt — ft 


10* 
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li en résulte de suite que 


(e) d = — a, a=. y=—y, 
ce qui démontre notre proposition. 

De cette proposition il résulte que l'expression entre paren- 
thèses du second membre de (196) ne varie pas si l’on remplace 
a, , y par a, f, y. On en conclue que le signe de e dans la formule 
(196) peut être fixé sans qu’on tienne compte de l'orientation 
de la surface V,. Pour le faire, remarquons qu’à cause de l'ega- 


lité ¢ = à, tous les quatre vecteurs ¢,4,t,€ sont situés dans le 
1 1 2 JĘZ 3 


meme plan et il suffit d'exiger que les couples (4, ” et (t, 0 


soient de même orientation. On a d'une part les équations 
de Frenet 


1 2 2 1 3 3 2 


d'autre part les ćquations de Kowalewski 


(e) Di=at+yt, Dt=—ai+ft, Dt=—yi—ft. 
ie ge, 48 2 aa 3 a o 


En posant 
| 4 =(ł +- oł 
2 2 3 
f | 
(£) sc M 
3 2 3 
nous demandons que 
(g) A = pw — ot > 0. 


En effectuant la differentiation covariante sur les deux mem- 

bres des équations (f) on aura en tenant compte des relations 

(d) et (e) et de l'indépendance linéaire des vecteurs (4, t, t)z 
IZA 3 


ao + yo = hy 

0 — Bo = xat 
(h) o + bo = xw 

at + yw = 0 

T'— fo = — x20 


w + BT = — x0. 
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Deux de ces relations sont algébriques et quatre différentielles. 
Au moyen d'un certain artifice on en tire quatre relations algé- 
briques qui lient les coefficients cherchés 0,o,r,w. On diffé- 
rentie pour cela les deux membres de la première et de la 
quatrième relation. Nous obtiendrons: 

aa’ + yy" 


41 


(i) a'o +- y'o + ag’ + yo =x1= 


(j) a't +y'w +at' + yo =Q; 


si lon élimine ensuite de ces équations o0',o',Tr,w' au moyen 
de la deuxième, troisième, cinquième et sizième équation (h), 
on arrive a ce que: 


A aa’ ! 
(x) a'o + y'o + apo + ax, T — ypo + Yao = LM AL 
1 


a't + y'o + afo — axąg — Pyt — uo U 


La deuxieme des équations obtenues donne, en tenant compte 
de la premiére des équations (h): 


(1) (a — By) t-+ (y -- af) w = z4żą. 


La premiere des ćquations (k) conduit, par contre, en tenant 
compte de la quatrieme équation (h), a la conclusion: 


: , aa’ + yy’ 
(m) (a’— By) o + (y + af) = — 
En résolvant successivement chacun de systemes: 


ag+yo= x, 
m (a' — By) e + (y' + af) o = TZ Er 
at + yw = 0 
(a'— By)t + (y' + af) o = xxo 


nous obtiendrons par une voie purement algébrique les gran- 
deurs cherchées o, 6,7, w. En désignant, notamment, par W le 
déterminant commun des coefficients de deux systemes, qui 
est ćgal, a cause de la formule (196), a 


(q) W= e(a? +7?) xy +0 


(p) 
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On integre cette équation en introduisant une nouvelle variable 
q = 8’ et en considérant 8 comme variable indépendante. L’équa- 
tion transformee sera: 
aq 
dp 


Le changement de la variable dépendante 


(206) 28q 75 — 3q? + AB +408? = 0. 


(207) g=> 


conduit a une ćquation de Bernoulli 


t 


(208) nmap +2(6+7)2 


qui s'intègre effectivement et qui conduit à l'intégrale indéfinie 


dB 
AŻ Jao 


ou D est une constante d’intégration. Pour calculer cette 
intégrale, il faut distinguer deux cas particuliers suivant le 
signe de la constante C (c'est à dire de la courbure „,). Nous 
laissons de cóte les détails des calculs et nous donnons le ré- 
sultat final. 

Dans le cas de C>0, nous obtenons pour la fonction cher- 
chée 8 (de la variable indépendante s) la forme suivante: 


C 
| B Sin K (V0 - s + E) — B, Cos h? (VC - s+ E)’ 


où E est la constante arbitraire d'intégration et f, et 8, sont 
deux racines (réelles) de l'équation 


(211) — 468+ BEE 4 60-10) 


(210) 8 


la racine 6, étant plus petite que £,: 


(212) By < Ba. 


Puisque 8,:6,=—(<0 on aura 6, <0<$8, et le dénominateur 
de l’expression du second membre de la formule (210) est 
toujours négatif. Il en résulte que l’on a toujours 


(213) B<0. 
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Dans le cas de C<0O nous aurons pour la fonction cherchée 8 
la formule suivante: 


(24) 6 = 


~ peos V— Cs + E) + pasin (/— Cs + E)’ 


où la signification des constantes f, et 6, est la même qu’avant. 
Dans le cas de C<0 le produit 


By - PB, > 0 


et le dénominateur du second membre de (214) garde de nouveau 
le signe constant. Dans ce cas on doit avoir D+0 et le signe 
des nombres f,, 8, et par suite celui de la fonction 6 depend du 
signe de la constante (d’intégration) D. Nous avons notamment: 


| B<0 pour D>0 


215 
1222) [8>0 pour D<0. 


Les formules (210) et (214) montrent une certaine analogie. 
Elle n'est cependant pas complete, puisque la formule (214) 
ne peut pas étre obtenue de la formule (210) en remplacant C 
par — C et les fonctions hyperboliques par des fonctions trigo- 
nometriques. Il faut noter que les formules (210, et (214) ne se 
transforment pas en formule (204) pour C=0. 

Considérons maintenant le cas r=2 quand x,+0 et x, =0. 
Des (193) et (196) on tire 


(216) aż +y > 0 
et 

D =>. ya Tu ay’ 
(217) ERP PS 


Nous allons examiner successivement tous les cas, qui peuvent 


avoir lieu: 
LPS PE 


Dans le premier cas on aura, à cause de (151), 8 =y =Q et par 
suite a +0. 

La courbe n’a pas de B-courbure et il n’y aura plus rien 
d’intéressant à dire à ce sujet. Passons au cas plus intéressant 
de m = 2. 
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Les relations (157) et (158) donnent dans ce cas 


(218) Sa U 
et 

BYT" 
219 ag IM 
( ) X 6 as Va 


La courbe aura une B-courbure #, donnée par la formule (164) 
Considérons d’abord le cas particulier 


(220) oi LE 
Ceci donne, à cause de (219) 
(221) a = 0 
et l’on doit avoir | 
(222) ya" 
La courbure x, sera alors égale à | > 
12 RZ 
(223) a= kz SE. 


Nous voyons que c'est une formule tout à fait analogue a la 
formule (202) et peut étre obtenue de celle-la en remplacant 
la lettre 58 par la lettre y. 

Supposons maintenant que 


(224) D EU, 
Puisque l'inégalité (222) doit subsister en tout cas (car autre- 
ment on aurait à cause de (219) a—0 et une contradiction 
avec (216)), les équations (217) et (219) peuvent être récrites 
sous la forme 


pi (are tg a) 


‘ 


| a= (are tg z) 


Les relations (225) permettent, comme nous le verrons, d'expri- 
mer les fonctions 6 et y à l’aide de la fonction a et d'une con- 
stante arbitraire (d'integration) C. En éliminant des relations 
(225) d’abord la fonction y on trouve 


are tg" = f pas sara aioe US [eas 
are tg? — | ads — y= p-te| fads], 


(225) 
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d’où 

(226) a=$B5-tg [ads] tg [ / Bas]. 
En désignant: 

(227) fads=e, [Gas =o 
nous pouvons récrire (226) sous la forme 
(228) 0 =- tgo- tgo 
ou bien sous la forme: 

(229) fete odo = [te odo. 
L'integration donne 

(230) sin o :COSG=C, 
d’où 

(231) COS O = 8 


Sin | fa ds | | 
De la dernière relation nous obtenons: 
a ctg | | a ds | 
V sin? | if a ds | — C? 
Mais 
(233) B=o', y =8 -tg| fads]. 
De (232) et (233) on a finalement les formules 
C-a -ctg| fads | 
PQ a, a Brama 2 
| sin? U's $ — C? 


(234) | 


| 7 = 
| 


pee aa ds | 


En passant au cas le plus général r=3 ou m=3 nous allons 
faire une supposition supplémentaire que toutes les trois cour- 
bures superficielles a, 8, y Soient constantes le long de la courbe 
envisagée. Dans ce cas la formule (193) ne change pas. Par 
contre la formule (196*) se réduit a 


(235) ty = À. 


156 ST. GOLAB 


Les deux courbures x, et x, sont alors constantes. Il est facile 
de prévoir que les B-courbures seront aussi constantes. Pour 
m=2 on a 

(236) =O), 


La courbure m, calculée de la formule (164) sera égale: 
_ By + 383 + 3B 


(237) m= PAS =— (P+ 7’). 
On voit de la que la courbure m, est toujours négative 
{238) la <0. 

Dans le cas m =3 nous avons (voir l'inégalité (170)): 
(239) M=a( +y?) +0. 


Le „facteur normalisant” o. détermiré par la formule (170) 
sera constant. Les équations (169) servant a calculer les cour- 
bures / et m, se réduisent alors aux équations: 


— pay = yo 
(240) Hof = — po 
Ho = 0. 
Puisque 
(241) o = [a( + y*)] + + 0, 
la derniere des ćquations (240) donne 
(242) Hy = 0 


tandis que la premiére de ces équations conduit, & cause de 
(239), a la conclusion: 
(243) y= —Q=— (P+ H+) = — (4+ 8). 
Nous constatons alors que pour les courbes dont l'ordre de la 
B-platitude est égal à 3 et dont les courbures superficielles sont con- 
stantes, la première B-courbure u, est identiquement nulle et 
la seconde est négative (et constante ). 

Remarquons enfin que dans le cas où a, B sont constantes 


la supposition r=m—2 conduit, en tenant compte des formules 
(217) et (219), à la conclusion 


(244) ges. 


Ja ligne sera alors géodesique et celle de courbure en même temps. 


SUR L'UNICITE DES SOLUTIONS DE QUELQUES 
EQUATIONS DIFFERENTIELLES DANS LES ESPACES 
ABSTRAITS 


Par JAN G.-MIKUSINSKI (Wroclaw) 


Nous énoncons dans cette note un simple SE e d’unicité 
pour les deux équations différentielles 


(1) as'(A) + bx(À) = c(2) 
et 
(2) ax” (2) + balh) = c(à), 


considérées dans certains espaces abstraits. 

On suppose que les fonctions æ(2) et c(4) sont définies dans 
un intervalle (a, 6) de variable réelle À et que leurs valeurs, 
ainsi que les coefficients a +0 et b, sont des éléments d'un 
anneau algébrique À, commutatif et sans diviseurs de zéro. 
La dérivée peut être définie d'une manière quelconque, pourvu 
que les conditions suivantes soient remplies: 

1° Si les fonctions x,(4) et «,(4) sont dérivables dans (a, 8), 
alors leurs somme et produit sont encore dérivables dans cet 
intervalle et l’on a 


[w,(A) + %z(4)] = ©4(2) + wå), 
[v,(4) ©ą(2)] = a3(A) ©ą(2) + 24(4) æ2 (2); 


20 Si æ(2) est dérivable pour a<A<8, alors la fonction 
y(4) =x(u —4) est dérivable pour a< u— å< $ et lon a 


y (4)=—«(u—4); 


30 La dérivée «'(4) est nulle dans (a, 8) lorsque la fonction 
xz(2) est constante et seulement dans ce cas. 
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Cela posé, on a le théoreme suivant: 


(i) Il existe au plus une solution «(A) de (1) pour laquelle 
on a x(A,) =k, où À, est un point donné de (a, f) et k un element 
donné de A. 


(11) Il existe au plus une solution x(2) de (2) pour laquelle 
on a x(a) =k, et « (79) =k, où À, est un point donné de (a, £) 
et k,, ką sont deux éléments donnés de A. 

(iii) Les deux propositions précédentes sont aussi vraies 
lorsqu'on néglige dans (1) et (2) l’un quelconque, ou bien tous 
les deux, des coefficients a et b. 


Démonstration. (i) Lorsque x,(4) et x,(4) satisfont dans 
(a,8) a l'équation (1) et que «,(%9)=44(2,)=k, alors la diffé- 
rence #(A)=a,(A)—a,(A) satisfait, en vertu de 1° et 3°, à l’équa- 
tion homogene 


(3) ax'(4) + bx(2) = 0 


avec la condition initiale #(,) —0. Il suffit de montrer que 
a(2)=0 dans l'intervalle (a,8) tout entier. 
Posons 
y (u) =ax (u) (22 — u), 


où å est fixé arbitrairement dans (a,8). On vérifie facilement, 
d’après 10, 20 et (3), que y (u) =0, lorsque net 2—u appar- 
tiennent à (a,8). Donc, en vertu de 2°, y(u) est constante dans 
la partie commune des deux intervalles (a, 8) et (2A—f, 2A—a). 
En particulier on a donc 


(4) @(A) z(4) =s(u) (ŻA — u). 


Comme A a été fixé arbitrairement dans (a,B), l'égalité (4) 
est exacte pour tous les 2 et u de (a,B) tels que a <<22—u<f. 
Si æ(u)—=0 pour un certain me(a,8), on a donc æ(4)=0 
pour Genk < À ZEBEB 


— 


. Pour achever la démonstration il suffit 


de remarquer que-si (I) une proposition P est vraie pour un 
certain Ae(a,f) et si (II) la supposition que P est vraie 
pour un certain me(a,8) entraîne qu'elle Vest pour tout 


(5%, ur), alors P est vraie pour tout 2e (a, B). 
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(ii) Pour les mêmes raisons que dans le cas de (i) il suffit 
de démontrer que si 


(5) ax'(4) + bx(2) =0 pour a<À<fB et v (45) = x (2) = 0, 


alors #(4)=0 pour a<4<8. 
Posons 
y(u) = ac(u)v'(2A — u) + ax'(u) x(22 — u), 
ou À est fixé arbitrairement dans (a,8). En tenant compte 
de 10, 20, 3° et (5), on vérifie sans peine que y (4) =0 pour p 
et 24—u appartenant à (a,B). Donc y(u) est constante et, comme 2 
a été choisi arbitrairement, on a 


(6) v(x (u) + ©'(4) a (u) =z(2)v'(u) + w'(2)z(), 


pourvu que tous les nombres 2, m, À et u appartiennent à l’in- 
tervalle (a, f) et que A+u=2+ m 

Supposons que r(u)=x'(u)=0 pour un certain me(a, p). 
Alors légalité (6) deviendra 


œ(u)æ'() + æ'(u)&(2) =0. 

Si l’on admettait que æ(u) +0 pour un certain u de l'inter- 
valle Ek > = on aurait, d'après la proposition (i), 1(4)=0 
dans cet intervalle, ce qui est absurde. Donc 1(4)=0 et, par 
a + x aay 

o à 


? 9 
~~ 


conséquent, x'(4) =0 pour tout ie 


Pour achever la démonstration, il suffit d'appliquer le même 
raisonnement final que dans le cas de (i). 


(iii) Les démonstrations précédentes sont évidemment appli- 
cables lorsqu'on néglige les coefficients a ou b. 

Nous donnerons encore un exemple qui montre que la 
supposition que A n’ait pas de diviseurs de zéro ne peut pas 
étre supprimée dans le théoréme précédent. Soit en effet A 
l’ensemble des fonctions a= {a(t)}!) contirüment dérivables 


1) Nous employons ici les crochets pour distinguer la fonction {a(t)' 
et sa valeur a(t) au point t. 
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dans l'intervalle [0,1], laddition et la multiplication de ses 
éléments étant définies par les relations 


a + b =(a(t)) + {b(t)} = {a(t) + b(t)}, 
t 
a - b= {a(t)} - {b(t)} = | fait —+) B(x) dz). 
0 


Cela posé A est un anneau algébrique commutatif. Or cet 
anneau posséde des diviseurs de zéro, on a par exemple a:a=0 
lorsque la fonction a= {a(t)} est nulle pour 0<t<# et non nulle 
pour 4<t<1. En posant par definition 


, 9 
a'(4) = {al À, t ) = hala, o), 
la dérivée satisfait aux conditions 10, 2° et 3°. 
L’équation 
{1}æ'(4) =x(4) avec la condition r(0) =0 
équivaut a i qu intégro-différentielle 


9 


04 
0 


g(4,T) dr=s(4,t) avec z(0,t)=0 


ou bien à l'équation aux dérivées partielles 


ð 


© 
ryb =—0(A,t) 


v(A, t) CT 


avec les conditions initiales æ(0,t)— (2,0) — 0. Si l’on considère 
cette équation dans le rectangle 0 <t<1, —1<2-< +1, l’unicité 
de la solution n’est évidemment pas assurée. 

Un exemple analogue peut être construit pour l'équation 
de deuxième ordre (2). 


UNE DEMONSTRATION UNIFORME DU THEOREME 
GENERALISE DE L'HOSPITAL 


. Par TADEUSZ WAŻEWSKI (Kraków) 


Le théorème classique de L'Hópital comprend 60 cas par- 
ticuliers. La démonstration usuelle consiste 4 réduire ces cas 
à certains cas particuliers qui, ensuite, sont traités séparément. 

Or j'ai indiqué précédement une démonstration uniforme 
du théorème classique de L'Hópital"). J'ai remarqué récemment 
que le même lemme élémentaire que j’y ai introduit (§ 1) peut 
servir de base à la démonstration du théorème généralisé de 
J, H6pital ($ 2)°). 

Dans le § 3 nous traitons le cas où les fonctions intervenant 
dans le théorème généralisé de L’Hôpital sont absolument 
continues. 

En vue de l’application éventuelle à l’enseignement il y a lieu d'observer 
que notre démonstration du théorème généralisé de L'Hópital est accessible 


aux élèves qui connaissent 1°) la définition de la limite supérieure et in- 
férieure d’une fonction au sens de Heine 2°) qui savent que les relations 


Pn => 0, qn>l, Tn —> l 


(où l est fini ou bien infini) entraînent les relations qnTn >l, Pn + Tn +1. 

La démonstration du théorème classique de L’Hôpital suppose (au 
lieu de la définition 1°) la connaissance de la définition de la limite ordinaire 
d’une fonction au sens de Heine et la connaissance du fait que dans chaque 
suite qui ne converge pas vers un nombre m (fini ou non) on peut choisir 
une suite tendant vers un nombre (fini ou non) t qui est different de m. 


1) T. Ważewski, Quelques démonstrations uniformes pour tous les 
cas du théorème de L’ Hôpital (pour paraître dans les „Prace Matematyczno- 
Fizyczne“). 

2) Communiqué le 22. VI. 1948 au cours d’une séance de la Soc. Pol. 
de Math. (Section de Cracovie). 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII. 11 
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§ 1. Lemme 1. Supposons que, pour deux suites de nombres 
fan} et {bn}, on ait les propriétés suivantes: 


(1) Dr) DE, (m= 12.) 
‘ Ch ; 

(2) IT) le — | 

où l est fini ou bien l=-+ œo ou bien l= — co. 


III) On a ou bien 


(3) lim a, = limb, = 0 
n > oo n-~> co 
ou bien 
(4) lim |b, | = + oo. 
n-> co 


Ceci étant admis il existe deux suites d’indices 


(5) Wi et {dn} 


telles que 


(6) Vas Yn+1) On < On-+15 COE 
(7) TRE 

A nt 2 | 
(3) (ne CEE 


Démonstration. Première étape. En tenant compte de 
l'égalité 
Qn — dy, [Ton Qy, il 
Un by, + (be, ñ be, ew by, 
‘hire seo 
bs, 


(9) 


nous chercherons d’abord à démontrer l'existence des suites 
d'indices {yn} et {ðn} satisfaisant aux conditions (6) et (7) et 
pour lesquelles on ait en plus 


. dy, e by, 
(10) lim — = him — = 0. 
n->co bön n— 00 be, 
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Si nous réussissons à établir l’existence de telles suites la 
démonstration de notre lemme se trouvera terminée, car en 
raison de (2) on aura 

a 


(11) pans eg 


n> bò, 


et l'égalité (8) résultera immédiatement des égalités (10), (11) 
ct (9). 


Deuxième étape. Afin d'établir l'existence des suites d'in- 
dices {yn} et {ôn} satisfaisant aux conditions (6), (7) et (10) 
il suffira de prouver l'existence des suites d'indices {yn} et {dn} 
pour lesquelles on a 


{12) Yas Yn+-1; On< Ón+-1; (n = l; 2, +54) 
13 ae ee (n =1,2,...) 
tn?) bs, — on? be, Qn’ Dee 


car la dernière inégalité implique l'inégalité b, + bs, (ef. (7)). 


Troisième étape. Afin d'établir l'existence des suites satis- 
faisant aux conditions (12) et (13) nous distinguerons deux 
cas: (3) et (4). 

Dans le cas (3) on a pour tout indice n fixe les relations: 

ł 


Par a, 
lim — = lim— = 0. 
r-> co dn r-} 00 bn 


Désignons par y, le plus petit indice r pour lequel on a 
à la fois 


| = 


tu 


et désignons par yn+1 le plus petit indice r pour lequel on a 
à la fois 
] 


=2(nt 1)’ 


l 


as ST ee 
ma 


2(n+ 1) 


br 


Vy = Dn+-1 


aś; 
On+1 
En posant 6,—n on voit que les relarions (12) et (13) ont 


lieu pour n=l,2,... 
11* 
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Dans le cas (4) on a pour tout n fixe les relations 


He epee i 
r->oo "r rc Ur 
Désignons par ô, le plus petit indice r pour lequel on a 
a la fois 
by 


> 
br 2 


et désignons par 6,4; le plus petit indice r pour lequel on a 
a la fois 
1 


ONE ne IE 


1 


2(n+ 1) 


En posant y,—n on voit que les relations (12) et (13) ort 
lieu. La démonstration de notre lemme se trouve ainsi terminée. 


On+1 
br 


dn+1 


On als 
r 


Hypothèse H intervenant dans le théorème de L'Hópital. 
I. Les dérivées (finies) 


f(w), g(a) 
existent dans un intervalle ouvert, borné ou non, 4. On a*) 
(14) g(x) +0, g(x)+0 dans 4. 


II. La lettre k désigne une extrémite (droite ou gauche) 
de À. (Le nombre k peut être fini ou bien on peut avoir k=-+ co 
ou k=—oo). 


III. On a ou bien 


(15) lim f(x) = lim g(x)= 0 
x>k xk 
ou bien 
(16) lim | g(s) |= + oo. 
x>k 


Lemme 2. En admettant l'hypothèse H supposons que 
pour une suite de points 4, on ait 


(17) fad t 1, OR) eee k 


(où l est un nombre fini, ou bien on a l=+ œ ou l=— oo). 


3) L'hypothèse g(x)+0 n’est pas essentielle dans la suite, car en 
raison de g'(x) + O, Ja fonction g(x) est monotonne au sens strict et ne peut. 
sanuller qu’en un point unique. 
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Cela posé, il existe une suite de points {&,}, telle que 


(18) SEY EE Neal 


de 


g (En) 
Dómonstration. Posons 
An = (Un); dn=9(Tn). 


On a en vertu de (17) 


lim ane 


noo tn 


Les suites {a,} et {b,} satisfont aux prómisses du Lemme 1 
(cf. 14, 15, 16). 


Il existe donc deux suites croissantes d'indices {yn} et {dn}, 
telles que pour la suite 


on a 
(19) Sn > 1. 


Mais d'apres le thćoreme généralisé sur les accroissements 
tinis il existe un point 6, situé entre x, et sa, tel que 


(20) En € (Ty, Ln) SU = 
Comme, en raison de (17) a >k, w, >k done &, +k 
et les relations (18) ont lieu en vertu de (19) et (20). 


Théorème généralisé de L’Hôpital. Dans I" Hypotbese H 
on a 


Ghee te ey, f(v) F (æ) 
21 lim inf —— < liminf — < lim sup — < lim 
eh) x>k f (w) e zj) Ya. g(a) © MI g (z) 


Démonstration. En posant 


_ cage ET) pa. f(a) 
= Bae aoe = im SUD z) 


= Al) f'(x) 
2 = liminf ——, A= lim su 
TO x>k P (a) g (w) 


on doit dćmontrer que 
NŚ sę DE CAE 
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En vertu de la définition de la limite supérieure il existe 
une suite {z,}, telle que 


(zn) 


+ DL. 
g(£n 


ln € A ` Un —> k, 


Il existe donc (cf. le Lemme 2) une suite {£,}, telle que 


d'où, en vertu de la définition de la limite supérieure 4, il ré- 
sulte que D< A. 
On démontre d'une façon analogue que 4 <1. 


Nous montrerons comment, en s’appuyant sur le Lemme 2, on peut 
démontrer le théorème classique de L'Hópital, sans faire appel aux notions 
de la limite superieure et inferieure. 


Admettons l’Hypothése H et supposons que 


(22) lim (2) am. 
x>kY VJ 
Supposons, pour la démonstration par l'impossible, que a ne 
tende pas vers m lorsque x tend vers k. Il existe donc une suite (Cn). 
telle que 
f(n) 
J(Tn) 


En vertu du Lemme 2 il existe une suite {£n}, telle que 


ess Edens cod, gee rente 
y Sn) 


Tne, n> k, 


>l où lm. 


ce qui est contraire 4 (22).. 


§ 3. Théorème généralisé de l'Hôpital au cas des fonctions 
absolument continues. 


Supposons que les fonctions f(x) et g(x) soient absolument 
continues dans tout intervalle borné et fermé faisant parti 
d'un intervalle ouvert A (borné ou non). Soit k une extrémité 
(droite ou gauche, finie ou non) de 4. Supposons que l’on 
ait ou bien 


lim f(x) = lim g(x) — 0 
x>k X— À 
ou bien 


lim |g(x)| = + oo. 
x->k 
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Supposons que g(x) +0 dans A, que g(x) soit monotonne 
dans A et supposons qu’il existe un ensemble de mesure nul Z, 
tel que les dérivées f'(x) et g'(x) sont finies dans 4—Z et 


(23) gx) +0 dans 4— Z. 
Posons 
. «a TD) i f(x) 
24 l= liminf —, L= lim sup — 
tae) R gla)? kt g(a) 
see AEA à f'(x) 
25 A= limi f - A = lim sup <= 
aż resend (as x>k i g'(x) 


ou Aet A désignent respectivement la limite inférieure et supé- 
rieure que l’on obtient lorsque x tend vers k en variant dans 
A—Z. Ceci étant admis on a 


Démonstration. Nous démontrerons d’abord linégalité 
(26) LEA 


Elle est évidente lorsque À = + oo. 


Supposons donc que 
A < + oo. 


Il existe done une suite {cp}, telle que 
(27) AC Es TACOMA. 
pc 
En vertu de la definition de Z il existe une suite {x,}, telle 
que 
Flan) — L. 
G(Xn) 


En vertu du Lemme 1 il existe deux suites croissantes 
d'indices {yn} et {0,}, telles que. 


Y(Ly,) + g(Ta,) 


et 
wą ca KE), p, 
9(%6,) — g(Ty,) 
Comme g(x) est monotonne dans 4 on a (cf. (23)) 
g(w)=e|g(r)| dans 4—Z 
où e=+-1 ou bien e——1 suivant que g(x) est croissante ou 
décroissante dans 4. 
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Désignons par wn l'intervalle [x,,, %s,| et posons 


Nn = Signum (Lé, — Ty). 
On aura 


Xð a 
fa) — ile) = fF) de = m f f(a) de = 
ty On 


fæ), 
= Mne —— |g (x)| dæ, 
ZA (a) 
glas) — ga) = ne f |9(0)|de, 
sd 


done en posant 


(29) In =S re Z igrl )|dæ, K= E (x)| da, 


On Z 
on aura 


Soit p un indice fixe. Comme les extrémités de w, tendent 
vers k, on aura en vertu de (25) et (27) 
taj <o dans wn — Z | 
lorsque l'indice n sera suffisamment grand. On aura par suite 
(cf. (29)) 
IK, et Sn < Cp 
pour les n suffisamment grands. 
Pour n — œ on aura (cf. (28)) 
L<e, d'où pour p—-+oo on obtiendra (cf. (27)) LSA. 
L’inégalité (26) se trouve ainsi démontrée. 
On démontre, dans une voie pareille, que À <l 
En posant / — À on obtient le suivant: 

Corollaire, Si, en gardant les hypothèses du théorème 
précédent, on suppose en plus que h. soit fini ou non et que 
flw)_, 

g (0) 
lorsque x tend vers k en vaciant dans 4 — Z, alors 
Aviles *- 


am (0) 


"UNE GENERALISATION D'UN THEOREME DE 
M. OSTROWSKI SUR LA REPARTITION DES 
NOMBRES MOD 1 


Par S. HARTMAN (Wrcclaw) 


K étant un intervalle de longueur <1 fermé a gauche 
et ouvert à droite, nous entendons par l'intervalle K modulo 1 
l'ensemble des nombres K(a)—a—[a], où ae K. Les inter- 
valles modulo 1 seront désignés dans cette note par les lettres 7 
oud. Les lettres a, a seront employées pour désigner des nombres 
réels quelconques et les lettres x, y, p et q désigneront des 
nombres naturels. Ces lettres seront pourvues, s’il y a besoin, 
d'indices. 

N(a; x; I) signifiera le nombre des nombres naturels y <# 
tels que R(ya)el; plus généralement, N(a,,….,an; xt; Iy,..., In) 
signifiera le nombre des nombres naturels y<a tels que 
Mya I (Ca, mir) 

M. A. Ostrowski!) a démontré le théoréme: 

Étant donnés trois nombres: a réel, © naturel et ć irrationnel 
positif et non supérieur a 1, 

(a) il existe deux intervalles 7” et I~, de longueur £ chacun, 
pour lesquels N(a; x; I*)>aé et ARE L E re. 

Lorsque ć est rationnel on a (a) ou bien 

(b) N(a; x; I)=a$, quel que soit l'intervalle J de longueur é. 

Nous montrons dans cette note qu'une démonstration 
analogue peut être appliquée au théorème plus général que 
voici: 


1) A. Ostrowski, Mathematische Miszellen XVI. Zur Theorie der 
linearen diophantischen Approximationen, Jahresbericht der deutschen 
Mathematiker-Vereinigung 39 (1930), p. 34—46. 
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Théorème. Étant donnés deux systèmes de nombres réels 
A.yeeryGn Eb Eien (OLE LA), où l’un au moins des £; est 
irrationnel, et un nombre naturel x, 

(I) il existe deux systèmes d’intervalles Sees =p COLT ps on 
de longueur |I; |=|l; |= £ (1=1,...,n), pour lesquels 


n 
-|- + . 

NG sa, GB W; 1, RL ) > w'llG;, 
i=l 


Did Cut: Po sari, JEŻ IE, 
St tous les nombres &,,...,én sont rationnels, on a (I), ou le 
signe < peut être remplacé par <, 
ou bien 
(IE) Niape-Aa,: LR) TE Lit, quel que soient les 
intervalles I, (1=1,...,n) de longueur E respectivement. 


Pour démontrer la prémière partie du théorème, supposons 
que parmi les ć, il y a m nombres irrationnels, soit &,,...,ém, 
et que 
(1) 6,=p,'q, pour «=m--1,...,n 

Choisissons un ¢>0 de manière que 
(2) (ya) £1=€ (y=1,..,1; ZĘRAWE 

Alors, en vertu du théorème de KRONECKER, 

(3) h(i) >l—-e i — 1 7) 
pour une infinité de valeurs de q;. D’autre part, en posant 
n 


LI: EF ™ 
B (se) dm) F ER Lil qs: sh 1], 

Liam JEŻ 

i=] 
on a 

" n 2 
(4) [© Pe Ne eet) 
I= 


pour toutes les valeurs de q; et 

(5). ANN APA 6 TE +1] 

pour les valeurs de q, suffisamment grandes, car -- 
Lim (dym) Qin) = © LE < [x 1, + 1}. 


q;-> 0 
[=],..,m 
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Fixons arbitrairement un système qy,..., m satisfaisant aux 
inégalités (3)—(5) et désignons par 1f l'intervalle <(k—1) &, kë) 
modulo 1 (k=l,...,9,; 4 =1,...,n), où les nombres Qm41,..:,0n 
sont donnés par (1). 

S12 est fixe et 1<1<™m, tout point de l'intervalle <0,1—e) 
appartient, d’après (3), à [q,6, +1] intervalles If; sim+1i<i<n, 
tout point de Vintervalle <0,1) appartient, d’après (1), à qı i= Pe 
intervalles 1}. En posant 


= . pal "1 h 
N py... 7 N(044-..,0,5 T3 1; gere. sok), 


on a donc, en vertu de (2), 


m n 
2 Np..k,=GII[q,6, +11: Hp, 
kj- kn i=1 i=m--1 


la somme étant étendue a tous les systemes d'indices tels que 
1<k< qi (t=1,...,n); le nombre de ces systemes est /1q,. En 


n=l 
vertu de (4) et (5) on a 


n 2 N ky... bp ue 
kaptad = e dm mi 
i=] LI Qi i=] 
i=1 


L’expression entre les signes d’inégalité étant la moyenne 
arithmétique des nombres N;,...g,, l’un au moins de ces nombres, 


n 
soit Nry...r,, est supérieur a Le et l’autre, soit Nes, 
= 
n 
inférieur à [s - IT é; +1]. Ces nombres étant entiers, on a encore 
E 


ch n 
Nr > D lig, et Ns.s,<aæ-lié,. On a évidemment [1] = 
pe i=1 


= || = à (i =1,...,n), d'où, en posant ae et i "M 
CS 1) EAE AL 


Pour établir la seconde partie du théoreme, supposons que 
(6) Ei = Pi di (lew) 


et fixons arbitrairement n nombres 4,,...,@, dans l'intervalle 
<0,1). 
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Posons 

Noires oily TN "MiNI LN Sq, TEEN), 
ou ji = <a; + (k —1) Ei, Qi + k &i) modulo 1. 

En vertu de (6) tout point de l'intervalle <0,1) appartient, 
quel que soit à fixe et l<i <n, a qu E, =p, intervalles JE; on 


a donc 2 My,.k,=S%-]1Ip, et par suite 
11 


kę... kp 
1 n 
» Le, kn mi PLE, 
A I= 
Ilgi 


On en déduit qu’il n’y a que les deux éventualités suivantes: 
(1) il existe un système d'indices 7,...,7%, pour lequel 


My...ry>% + IE etun système s,...,8, pour lequel M,,..;,<« „act 


(ii) pour tout système d'indices k,, ..,k, ona M piepe M E. 
i=1 
Si (ii) a lieu, on a en particulier pour J=} 
IN (aie Ons 01, Ala ŻW EL 

Si on a (i) pour un système (y,...,4„, done pour un système 
Ii, ..., In, alors les inégalités de (I), avec le signe < au lieu de <, 
sont satisfaites pour 17 =Jii et 1, =J;! (i=1,...,n). Si on a (ii) 
pour tout système a,,...,a,, done pour tout système J,,...,Ln, 
on a ćvidemment (IL). 


ON ALGEBRAIC EXTENSIONS OF ORDERED FIELDS 
By ROMAN SIKORSKI (Warszawa) 


In my paper [1]') I have associated with every ordered 
algebraic field 3) À an regular initial ordinal number 3) w, called 
the character of *) A. I have shown that in every ordered 
algebraic field A of character w, one can define), in a very 
natural way, a limit of an w,-sequence 6) {a;} of elements 
of A. I have also given an example of an ordered algebraic 
field (denoted by W,)7) of character w,8) which possesses 
the following property °): 

(BW,) Every bounded?) wy-sequence {az} contains a con- 
vergent wy-subsequence 1) CPAS 


1) The figures in square brackets refer to the bibliography at the 
end of this paper. 

2) See van der Waerden [1], p. 209. We assume the usual notations 
0,1, na, Z, II, a >Q, |a| etc. See van der Waerden [1], pp. 37—43 and 
p. 209. 

3) An initial number w, is the least ordinal number such that the 
potency of the set of all numbers £< wu is N,- ©p is called regular if the 
conditionm:<W,, for 0<@§é<a<ox implies 3 nu <N,- See Sierpinski [1], 
pp. 213—214 and p. 225. BE | 

1) Sikorski [1], $4. 

5) Sikorski {1], § 5. 

8) An w,-Sequence is a mapping which associates with every ordinal 
number 5<w„ an element age A. 

7) W,is the least algebraic field containing the set of al] ordinal numbers 
Ê< wu. See Sikorski [1], § 9. The algebraic operations on ordinal 
numbers are the so-called natural sum and natural product of Hessenberg. 
See Hausdorff [2]. p. 68. 

8) For every „>0 such that wu is regular. 

9) Sikorski [1], Theorem YV. 

10) An w,-Sequence {az} of elements of a field A is bounded if there 
exist two elements b,ceA such that b <ag<c for every < wy. 

2 00. (ne is an increasing w -sequence of ordinal numbers < wu» 
the w„-Sequence {aņ,} is called an wy-subsequence of the sequence {a;}- 
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For every ordered algebraic field A let (A) and (A) 
denote respectively the least real-closed 1?) field containing A 
and the least algebraically closed 1%) field containing A. R(4) is 
also an ordered field, W(A) is not ordered. 

I shall show in this paper that if A is of character @,, 
then (A) is also of character w, (Theorem I). I shall define 
the limit of an w,-sequence of elements of (A) and I shall prove 
that if A possesses the property (BW,), then both R(4) and 
9(4) possess also this property (Theorem LI). 

An immediate consequence of these theorems is that there 
exist an ordered real-closed field of character wo, and an 
algebraically closed field which possess the property (BW,). 
For instance, the fields (W,) and Y( W,.) possess the property 
(BW,). 


1. Ordered fields of character w,. Let A be an ordered 
algebraic field. 

An w„-sequence {az} of elements of A is said to be cofinal 
with A, in symbols 

lim as = + oo in À, 

F< Wy 
provided that for every ae A there exists an ordinal number 
6, <w, such that ag>a for every § > éo ($< wy). 

It follows from the general theory of ordered sets 4) that 
there exists exactly one regular initial number w, such that 
the field A contains an w,-sequence which is cofinal with A. 
This number w, is called the character of A. 

Let {ag} be an w,-sequence of elements of the field A (of 
character w,). We say that the sequence faz) converges m A 
to an element ae A, in symbols 

lim ag=a in A, 

STOK 
if for every positive element ee4 there exists an ordinal 
number ><, such that 


a—al<e for E>& (E< wp) 


12) „Reel-abgeschlossen' — see van der Waerden [1], p. 227. 
13) „Algebraisch abgeschlossen“ — see van der Waerden [1], p. 198. 
4) Hausdorff [1], p. 132. 
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An «,-sequence is called convergent in A if it converges 
in A to an element ae A. 


i 1 

For instance, if lim ag = + co (040), then lim (a oa =q. 
ECO, \ ~ 

Thus there exist convergent sequences. 3 


The above-defined notion of the limit of an w,-sequence 
possesses many properties of the limit of an enumerable se- 
quence of real numbers 15). 


2. The field (A). An algebraic field F is called real- 
closed **) if it is crdered and if every polynomial 


P(x) =a" + a ani... 4) (n=l, ajeF') 
is the product of factors of the form 
P(a) = (x — by) ... (@ — dg) ((w — 0) + di) ... (8 — c) + di) 


where bje F (SF k cjeF and dje F ME ZE n=k + 21. 

It is well known that for every ordered field A there exists 
exactly one real-closed field F which is an algebraic extension 
over A 36) (i. e. every element of F is a root of a polynomial 
P(a)=27--a,477!--...-Ha, where n=l, aeA for 1ZJĘN"n). 
This field will be denoted by R(4). SR(A) is the least real- 
closed field containing A. 


(i) For every element be R(A) there exists an element ae A 
such that b<a. 


In fact, b is a root of a polynomial 
P(x) =a"+ a, ait... + dn 


where n >1, aje A for 1<j<n. Let 


a= (m+1)(1+ Š larl). 


=1 


15) See Sikorski [1], § 5. 
16) See van der Waerden [1], $5 (Satz 8). 
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For every ve R(A), |a|>a, we have: 


- £ Ok | > / n | ay, | 
Po|-ier-|+ Zalet: (1-2 oh) > 
k=1 k=l 
>|» iS e jl le >0 
=a er EEE n +1 


Since P(b)=0, we infer that |b|<a. Consequently b <a, 
q. e. d. 


It follows immediately from (i) that 


(ii) For every wy- sequence {az} of elements of A the conditions: 
limas=-++ co in A 
SLOW 
and 
limag=+ co in %R(4) 


E<ay 


are equivalent. 

Lemma (ii) implies the following 

Theorem I. The ordered field R(A) possesses the same 
character as the ordered field A. 

Let e be an arbitrary positive element of (A). By (i) 
there exists an element ee A such that => le. O<e<e’. 


Therefore: 


(iii) For every w,-sequence {az} of elements of A and for 
every ae À the conditions: 
limag=a in A 
ie 
$<0y 
and 
limag=a m (A) 


AO u 


are equivalent. 


3. The field A(A). An algebraic field F is said to be 
algebraically closed 1°) provided every polynomial 


P(x) =ar + aa! +... t an (n>1, a eF} 
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is the product of linear factors 
P(x) =(0—b,)... (0 —b,) 
where be Ff (1<j <n). 

For every algebraic field A there exists exactly one algebraic- 
ally closed field which is an algebraic extension of A). 
This field will be denoted by %(A). A(4) is the least algebraic- 
ally closed field containing A. 

If À is an ordered field, W(4A) is the field which we obtain 
by adjoining the element v=" to (A) 38). Every element 
aeW(A) can be represented in the form a=b+eV—1, where 
b,ceR(A). The non-negative element b+ ćeR(4) will be 
denoted by |a|. 

Suppose now that the ordered field A is of character w,. 
Then the ordered field (A) is also of character w,. We shall 
say that an w,-sequence {az} of elements of Y(A) converges 
in 4(4) to an element aeX4(4), in symbols 

limag=a in YA), 
ŚOK 
if | 
lim |ag—a|=0 in (A). 
ELO n 
Obviously 
(i) For every w,-sequence {ag} of elements of R(A) and for 
every ae (A) the conditions: 
limag=a in R(4) 
$<Wy 

and 
limag=a in AWA) 
ESU y 

are equivalent. 

In the rest of this paper we shall always consider a fixed 
ordered field A of character w, and «,-sequences of ele- 
ments of A, R(A), and W(A). By (i) and 2 (ii) —(iii) we may 
omit the words „in A”, „in R(4)”, and „in U(4)” after the 


symbols „lim ag=a' and ..lim ag=-+ oo” without causing any 
$<05 $<Wy 


ambiguity. 


17) See van der Waerden [1], p. 199. 
18) See van der Waerden [1], p. 228 (Satz 8). 


Rosznik Pol. Tow. Matem. T XX 12 
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4. The resultant of two polynomials. Let 
P(x) =) a" + 4,02 1+... + an = A(t — L1)... (8 — x) 
Q(x) = D, 2m + 0,4" + ... +b" = bag) (£ — y”) 


be two polynomials with coefficients aje W(4), b,eU(4) 
(l<i<n, 1<j <m), a #0, bo +0. The resultant of these poly- 
nomials is the element 


(P,Q) =am br a A — %,) WA). 
i=1 j= 
It is well known that 
(i) (P, Q) = 08 P(y,)-.---P(y,,) =(—1)™" az Q(a,)-...- Qa,)- 
We shall say that an w,-sequence {P} of polynomials 
P(x) = aoga +44,20" 44+... HH Ane  (ageWU(4)) 
of degree n >0 converges to a polynomial 
P(x) =boa™+ ba it. bn (b;eX(À)) 
of degree m>0 (n=m+ k, k>0) if 


lima,g=0 for 0<ix<k 


STOW 
and | | 
lim Ok, = b, for 0 ~a KXM. 
ELCO u 
Obviously 


(i1) If {Pz} converges to P, then for every ae AA) 
lim P:(a) = P(a). 


KOJ 


Hence 
(iii) If {Pz} converges to P, then 
lim (P, P+) z770: 


ELO u 


In fact, by (i) 
(P, P,) =(—1)m ag P.Y) -P(Y 


st 


where Y;,...,Ym are the roots of the equation P(x) —0, and 


lim Pę(y) =0 


FLO 


on account of (il). 
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5. A fundamental lemma. Let 
Pę(0) = gg i" + died. + Op EE ho, g(0 — Une)... (0— Le) 
be an w,-sequence of polynomials of degree n=m+k>0 
(aee AWA), k>0, m>0) such that 

a) the wy-sequences {x;y} where 1£] Sm are bounded; 

b) lim |2j,;|=-+oo for m<j m 


c) the w,-sequence {axe} is convergent and lim ay g==0. 
$ko 


u 
Then: 


(i) lima,g=0 for 0<j<k; 

$kwy 

(ii) the w,-sequences {a; 2} where k <] Zn are bounded; 

(iii) if, in addition, the sequence 4P;) converges to a polynomial 
| P(x) =b,(@—a,)-... - (8 — Em) 


(of degree m on account of c) and (i)), then there exists an Wu-SUb- 
sequence {Pr} of {Pz} such that 


lim £j =x; for 1£Xj<m 
ESO u - 


after a suitable numbering of the roots 2%,...,%m of the poly- 
nomial P. 


Let s; denote (for 1<7<n) the j-th symmetric function 
of roots of the polynomial P. We have 


dj è = (—1) do, 2 8; ¢. 


Thus, if k=0, (i) and (ii) are true. Suppose now k> 0. Let 


DE FU m4+1.£ "Une. 
By b) and a): 
lim 0; 
SKOK Dg 


piers ; 
lim“ =0 for 1<5<k: 
E<w,, PE 


ee 
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Sit A | 
The w,„-sequences a where k<j<n are bounded on 
account of a) and b). 


Since 

L oz 

Gy, ę =(—1)* + an, —* —< 
DE SRE 

and 

Sie de > 

ay, =(—1) ap, g 8. PE (0<j<n) 
Pe SRE 


the properties (i) and (ii) are proved. 

The proof of (iii) is by induction on m. If m=0, (iii) is 
trivial. Suppose that (iii) is true for m—1>0. 

By e), b, =lim a% s=F0. 


<O y 
If k=0, let 2: = afb; if k>0, let 
A Qo 5\™ 


{ 
e = a, br IT IT (x; — v) =bn . | —=). -H II L; e— Xi) = 
0,5 Here — m1 ae z (dk, é/ us i=1 j= E RE )— 


] n 
=(—])F"t hn qm „| fe LENT LANG, 20," 
( ) 0 "4,8 Sk, é] = | 1g i) 


If k=0, then lim 2g = ba? =. Ii k>0, then 


$< ~Ou 
n n 
II (xj g— a) LT (Sy, — xi) 
inz a d ajj dents I ut} ahs, =]; 
E<oy Sk, $ <a Ps og Sh § 
hence also 


lim 2; =(—1)*m. ba. (lim ap 2)" + II 
SKO $<uy l | 

= (—1)km A Baz == (l). 
Let 


Ye = ÎT II (ag — ti). 
i=1 j=1 


We have (P,Pz) =ygz;. Since AB (P,P:)=0 by 4(iii), 


Eu 


we infer that limys—0. Consequently, there exists a pair 
§<oy 
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(5 Jo) Of positive integers (?)<m,j,<m) and an increasing 
sequence {72} of ordinal numbers <w, such that lim Vijg, ns =L. 


ŻĘ Cr 


We may suppose that %9=7,. Thus we have 


lim Lio, ne = Ty. 
È< > 


S04 
Let now 
Pre = (x — Vg, ne) Q: 


R = (c — ją) Q. 


and 


Q: is a polynomial of degree n—1 and Q is a polynomial 
of degree m—1. It is easy to see 1) that fQg) and Q fulfil the 
assumptions of lemma (iii) where m is replaced by m—l1. 
The roots of Q: are 1, £,,9 +++ 9 Bjo, Ey Pig ths by 91009 Vm, Gy ee On, 83 
the roots of Q are @,...,@jp—1, @j,11,..., m. By the induction 
assumption there exists an increasing w,-sequence of ordinal 
numbers {9,} such that 


lim zj zen (1< 9 Sm, j + jo) 


ESO y 


after a suitable numbering of the roots of P. 


Consequently, the w,-subsequence {Pra} where T= npo: 
satisfies the condition (iii). Thus the fundamental lemma is 
proved. 


6. The property (BW,). Now we shall prove the following 


Theorem II. If an ordered field A (of character w,) possesses 
the property (BW,), the fields R(A) and WA) possess also this 
property. 

Obviously, it is sufficient to prove that (4) possesses 
the property (BW,). 

The only ordered field: of character wọ =w which possesses 
the property (BW,) is the field of all real numbers. In the 
case u=0 Theorem II is true. 

Suppose that u> 0, and let {xs} be a bounded w,,-sequence 
of elements of 2{(A). By definition of (A), a is a root of 


19) Tt is sufficient to express coefficients o° Q. and Q by coefficients 
of P, and P respectively. ; 
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a polynomial Q; whose coefficients belong to A. Since u>0 
and wy is regular, the sequence {Q;} contains an w,-subsequence 
{Qn} such that all polynomials Q,, (0 < E< wya) have the same 
degree n. Let 

Yis V2,E5 ++. Yn,$ 


be roots of Qne- We may suppose that 


(i) [ae S lyzl < + S|Yn,g|- 


Since Vy, is a root of (),,, there exists an integer hz such 
that 


Ung = Yhy,$- 


In the w, - sequence {h;} a positive integer h appears R, - times, 
i.e. there exists an increasing w„-sequence {gz} of ordinal 
numbers <w, such that 


Bios = Yn, GE = 


Let m denote the greatest integer (<n) such that the 
œu-sequence {Ym e} is bounded, and let k=n—m. Obviously 
h<m. If k=0, let te == £ for £< wu. If k > 0, let tg be an increa- 
sing w,-Sequence or ordinal numbers <w, such that 


(ii) lim | Ym+1,¢,,| =+ ©. 
ELO y = 


By the definition of m such a sequence exists. 
We have 


ne, (*) = 6,20" 04, BTE. + ene 
where cise A (O<i<n), Cog #0. Since 20) 
Ch, e= (—1)* €0,2 Sa,g 


lim |sx, ¿| = lim SMi 
EX, ACP FA 


and 


za Ipe | "+ œ 


20) Spe denotes here the k-th symetric function of roots of 9, , and 


PSZ Ymi, gy ng See formulas on pp. 179—180. Pre 
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we have 63,4; + 0 for sufficiently great £. Thus we may assume 
that always cr +0. Let 


Q lors 


(ill) . Per) — % F = Ao, p X” + deal, . Ang, 


23, = Yor, tor l<j<n. 

Obviously a,seA (O<j<n) and 
(iv) Gye =1. 

By the definition of the number m, 
(v) the w„-sequences {7,2} where 1<} <m are bounded. 

On account of (i) and (11) | 
(vi) lim |x| =+ for m<j<n=k+m. 

$Koy 

The conditions (iv), (v), and (vi) imply (see lemma 5 (i)—(1i)) 

that 


(vii) lim ayg=0 for 0<j<k 


EON 


and that the w,-sequences fa,g; (where K<j<n) of elements 
of A are bounded. Since A possesses the property (BW,), 
there exists an increasing sequence {/;} of ordinal numbers <w, 
such that the sequences fa, ass (k<j<n) are convergent. Let 


(vill) bj =a Ant}, ay (K<9 <M) 
On | 


and let 
P(x) = 21, t bami p... bn. 


By (iv), (vii), and (viii) the w,-sequence {Pag} of: poly- 
nomials converges to the polynomial P. By (v), (vi), and (iv) 
the w,-sequence {P:;,} satisfies also the assumption a), b), e) 
of the fundamental lemma 5 (iii). Thus there exists an w,-sub- 
sequence Pas) such that 


lim cja, = %j for 1<j<M 
E<Wy . 
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where &,....%_, are the roots of P(x). In particular 


lim Vy, 2,, = Th. 
EO = 


The w,-sequence {Vrz} is a convergent subsequence of 
the w„-sequence {x}, q. e. d. 
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STATIONARY FLOWS IN HETEROGENEOUSLY 
UNISOTROPIC MEDIUMS 


By JERZY LITWINISZYN (Kraków) 


$1. The structure of many phenomena is described by the 
following law 


(1) v = x grad p. 


The laws of heat. transmission in the solid substances, flow 
of direct current, flow of non-compressible fluids in po- 
rous mediums (H. Darcy) are the examples of the above 
given law. 

In the mentioned cases v should be interpreted as the 
vector of heat transmission, vector of strength of the electric 
field or, in case of the flow of non-compressible fluids in the 
porous mediums as the filtrating velocity vector. 

Respectively p should be interpreted as a function that 
defines the scalar field of temperatures, electric potential or 
value of pressure drop, due to the flow resistance in the porous 
medium. | 

The coefficient x in equation (1) characterizes the medium, 
in which the flow takes place. Particularly if we consider the 
flow of fluids in the porous mediums, the coefficient x is the 
coefficient of permeability. 

In case of an isotropic medium the coefficient x is a scalar 
function of the independent variable coordinates in space. 

For the unisotropic mediums the values that characterize 
these mediums depend not only on the space coordinates but 
also on the direction considered. To describe the properties 
of such a medium a function defining the tensor field instead 
of the function defining the scalar field should be introduced. 
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If x is a scalar function then equation (1) may be inter- 
preted as a certain particular example of transformation of 
the vector field (grad p) into the parallel vector vield v. 

In case of the unisotropic medium equation (1) may be 
generalized if the scalar coefficient x is replaced by the tensor 
coefficient AJ. In this case we shall obtain 

c 

2) = AU 
where v/ is the component of the contravariant vector of 
velocity and Aï the component of a contravariant tensor 
of the second order that describes the unisotropy of medium. 
The double appearance of the index 7 on the right side of 
equation (2) denotes according to EINSTEIN’s convention, the 
summation in respect to that index. For three dimensional 
flows 12,9) ==], 2, 3. 

Equation (2) may be interpreted as the linear transformation 


of the covariant vector field op, into the eontravariant vector 


da! 
field v. 
In the particular case of the isotropic medium 
AÏ = x64 
where aN 
, f1 for t=) (Kronecker’s 
gl — 
lo for ij symbol). 


For the homogeneously isotropic mediums x= const. 
In case of statiorary flows in the sourceless regions 


'div/49==01 
thus 
7 = 0. 


Substituting the value from equation (2) into the last 
equation and using the formula for the derivative of the 
product of two tensors we obtain: 


ap DAT ; 

(4) é (AU; zi) ou EST +I 1, AH TY AU) uF 
VE DE UT 

M bi \duntdai dak u — 3 
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where /' denotes the Christoffel's symbol of the second kind 
i.e. a function of the metric tensor. 

In the particular case of the Euclidean space as well as 
rectangular systems the Christoffel’s symbols are identically 
equal to zero and equation (4) will assume the following form: 

op dA 


(5) ani dal TA” 


©?p 


- .=0. 
Ox! das 


For the isotropic mediums according to equation (3) we get 


op 3 (264) 
owi dad 


+ #00 Aer 0. 


PRE atol 


For the isotropic homogeneous mediums we obtain the 
Laplace's equation: 
A =Q. 


§ 2. Let us consider in particular a certain plane region (R) 
and let 
(6) c = y and a > 


The region (R) is defined for 0<#<l and y>0 (see fig. 1). 


In this region we shall define the value x which is described 
by the following function: 


(7) x = Def 
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where D as well as 8 are constant values and the value of 8 
is not smaller than zero. Thus 


(8) B>0 


Suppose, that in the considered region (R) there exists 
a two dimensional flow defined by the following boundary 
conditions: 


(9a) when y=0 and O0<x< l then p=ox+0 
Op 


when x=0, {=l and y>0 then vy =x ——0 
(9 b) | b IX 
|i. e. Er = 0 wœ, ô being two constants. 


These are mixed conditions because for a certain part of 
the bound of region (R) they give the value of the function p 
itself and for the remaining part of the bound they give the 
value of its normal derivative. 

Now we are searching for the solution of equation (5a). 
This equation (5a) owing to equations (6) and (7) will assume 
the following form: 

Zp ` p 0 
(10) Me = DE 
The solution has to fulfil the mixed boundary conditions (9 a) 
and (9b). 

The existence of the solution of the given problem can 
be proved by effective setting of a solution. 

The uniqueness of the given problem is not considered 
in this article 1). 


1) I gain the proof of the uniqueness of solution thanks to Prof. M. Pi- 
cone, who in the letter dated February 5th 1948 has given me the terms 
of solution of the following equation 

49 Z 0*2 Oz 02 

„== GE JB CZ D— + Hz=0 

AT =F aye SE AR ay + Bz 
(A,B,C, D,E e 


for boundary conditions determined by equations (9a) and (9b). 

In general the above problem has more than one solution. In the parti- 
cular case of the equation (10) the problem has only one solution. (See 
the following paper of A. Ghizzetti „Flow in a not homogeneous and 
anisotropic medium“). 
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§ 3. Let us assume the particular integral of equation (10) 
in form 


(11) p =6 f(x), 


where k is an arbitrary parameter. 


Substituting the value from equation (11) into equation (10) 
we get the ordinary differential linear equation 


(12) | f(a) + Bj(x) = 0, 
where 
(13) B=k + Bk. 
Assuming the particular integrals in the form 
(14) 1 = & COS VB, fa =b sin (Bu, 
we obtain from equation (11) 
(15) p=ue-#s cos Bë resp. p, —be-# sin VBa 


as the particular integrals of equation (10). 
Now we take into consideration the integral p, and then 


SOME = aVBe-# sin VB». 


DT 
It results from the last formula that when sw =0 and y>0 
then 0. To fulfil the condition (9a) we give to B such 


O: 
values that za =0 when x =l and y >0. 


For this purpose it is sufficient to assume 


(16) VBi=nx (n =1,2,3,...). 


From equation (13) we readily obtain 


22 
(17) e + pk — IF =0. 


The last equation possesses two sequences of roots (for 
MALE. à 


(18 a) ky, ką, RA, SŁ) 
(18 b) AED 
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where the first sequence kn is an increasing sequence with all 
positive terms and the sequence k, is a decreasing sequence 
with all negative terms. 

The terms of sequences (18a) nA (18b) by help of equation 
(13) define the so-called eigenvalues Bn. The eigenvalues B, 
define the so-called sequerce of eigenfunctions by help of 
formula (14). Thus relatively to the eigenfunctions sequence 
we obtain the sequence of particular integrals that fulfil the 
boundary conditions (9b) as well as equation (10) in form: 


(19) Pn = Un € EnŸ COS VB, © 
where a, is an arbitrary constant. 


As the equation (10) is homogeneous it is fulfilled by the 
sum of particular integrals: 


1 | - A 
(20) p=ó + 7 a +2 (iq € Ent COS VB,x 


n=l 


where ô and a, are constant values fulfilling equation (10). 
The integral (20) fulfils equation (10) as well as the boundary 
conditions (9b). 

Now the arbitrary coefficients a, and a, should be chosen 
in such a way that the boundary conditions (9a) could be 
fulfilled. Therefore according to equation (9a) 


1 = A 
(21) WL = = My +2 dn COS /B,a. 
n=l 


The coefficients of development of function wx in the Fou- 
rier's series in which there appear cosine terms only ought 
to be computed now. As it is known only the even functions 
develop into such a series. Let us therefore accept the even 


function (x) in form 
(22) pv)=—we for —l <æ <0 
keim n doa fornai Lis 


Thus in the considered interval 0< x <l the function g(x) 
assumes the values of the considered function wz 2). 


2) This problem may be generalized for other forms of functions (x). 
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For the even function g(x) defined in the interval —/<a# <l 
the coefficients a, and a, are defined by the following equations: 


+ 


Ay = if? (©) da, 


dą — te cos | "rej de. 


=" 


After substituting the values from equation (22) into the 
last formulae we get 


dy =wl 
| 4o l 
(23) IA zż(2j —1)ż (7 =1,2,3,...). 
doj = 


Now putting the values B, from equation (16) into (20) 
and the value of coefficients (a,) and (an) from equations (23) 
we obtain the solution in the following form: 


av 
Ag 
e) p=b +501 Y ps, 


The series appearing in (24) may be put in the form 2'a,(r)b,y). 


V=] 


In the whole considered intervall 0<a<Jl the series Za,(x) 
v= 

is uniformly convergent. For fixed values of y the sequence 

b,(y) is monotonic. 


For the values k» of the sequence (18a) for any y>:0 as 
well as for the arbitrary v, |b,(y)| SM, where Mis a finite number. 
It results from the above using for example the Abel’s criterion 
of convergence that the series (24) which defines the solution 
is a uniformly convergent series in the considered region (R). 

The formula (24) allows calculating the components of 
velocity vs and vy. Respecting equations (3) and (7) and 
differentiating one term after another we shall obtain then 
according to equation (2): 
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op » 4al = TT 7 27—1) x 
Dr = x a = De”2Y À (25—1) sin GE „| 67 koj—1Y 


Ip JOD W OAZIE 

== — — =B ABS T <= LE- | —ko;_411 

Vy wg; De"*y D Gj ; cos | a | e-koj—1V. 
J= 

As the obtained series in equation (25) are in the region 
0=w=l and y>0 uniformly convergent therefore the func- 
tions vx and v, given by them represent the partial deriva- 
tives of function p in this region. 


§ 4. In the particular case when 8=0 it appears from the 
formula (7) that x= D= const. This is valid for the homo- 
geneously isotropic mediums. Equation (10) assumes then the 
form of the Laplace’s equation: 

AO WO call 
e b ży 


(26) 


The solution of this equation for the given boundary con- 
ditions (9a) and (9b) is enclosed in formula (24) where for 


B=0 we shall obtain two numerical sequences of the values k, 
from the equation (17): 
dm a AE SSE (n=1,2,...). 


l 
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The first of these sequences corresponds to the uniformly 
convergent series in the region (R) thus 


ka T 
œ COS (27—1) 7 
a It 

c—(2i—1) 1%. 


| 
T2 mad  (2j—1)? 


( 


5 


A 


This series represents the solution of equation (26) for the 
given boundary conditions (9a) and (9b). 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII. 13 
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Assuming in particular that l =x and w=1 we shall obtain 
from (24a) 


1 4 wreos (2j—1) 


W 
2 Taal  (2]—1)? 
j=1 


DE Ot 


This solution for the given boundary conditions (9a) and 
(9 b) is presented graphically in fig. 2 and fig. 3. In fig. 2 besides 
the lines p = const. there were drawn orthogonal lines of stream 
flow. 


FLOW IN A NOT HOMOGENEOUS 
AND ANISOTROPIC MEDIUM *) 


sy ALDO GHIZZETII (Roma) 


We answer to the question put to the Istituto Nazionale 
per le Applicazioni del Calcolo, Roma, by Mr. J. LITWINISZYN 1) 
from Cracow. 

The question is how to integrate the equation: 


BRT Bey TC FPA PEAS) 


(1) | 
| (A, B, C, D, £ constants; AB > 0) 


in the domain 0=a<1, y>0, with following boundary 
conditions 
(2) 2(9,0) == f(x),  2x(0, 4) = lly) = 0. 

Introducing as the unknown the function 


GED 
eZ 


J 


. plz UAB 
and changing the variables x,y respectively in — a, — zi 
JU te. IC 


the problem (1), (2) 1s transformed into the following one: 
to integrate the equation 
(1') Au + Au =0 


in the domain O< x< m. y=0, with following boundary 
conditions 

ulw, 0) = g (2), 
(>) 


u;(0,y) — au(0,y) = ux(n,y) — au(x, y) = 0. 


*) This paper has been worked on in the Istituto Nazionale per le 
Applicazioni del Calcolo, Roma. 
1) See the paper inserted in the same volume of these annals. 


13* 
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In (1°), (27) we put: 


Pl, Cy „LC 
s JE Ab Al ap] DE Mae 
giv) = 67 À - JĘ x). 


Let us consider now the problem (1^, (2°), observing that 
to each solution u(x, y) corresponds the following solution 


(+) ola.) = 6 NE ‘aff, 7 z!) 


of the original problem (1), (2). 


To study the problem T ), (2°) let us consider the following 
transforms of the solution u(x, y) 
(5) waly) = J u(:0,Y) palet) da REA) 
0 
where Q,(«%) are the .eigensolutions” of the following ordinary 
problem 


(6) gp'(c)+ug(2)=0, ę'(0)—aq(0)=p'(a) —aq(z) =0. 
We find immediately that the eigenvalues of the para- 


meter u are the roots of the equation (u-- a?) sin aVu=0 
and hence are 


(7) nę =—ae; pK; (k=1,2,...) 3). 
The corresponding eigensolutions are 
(8) DL AT) a Billige ie COS KT AE = 0) 


The (8) form a complete system of orthogonal functions 
in the interval (0,7) *) and we have 


wt JU 


ə > Je (2Ta__] 4 ) ity 5 T. 
(9) | w o. R Wael J 4a) de = (8 +78); 
CE . HL _ 


0 0 


(k=1,2,...). 


2) k=0 is excluded, because if a +0, zero is not an eigenvalue of p; 
but it is if a=0, the value u=0 however being already considered in pg, 


3) We note that when a = 0, we have the usualsystem {1, cos x, cos 2r...). 
21 a 


4) We say, once for all, that for ca must be substituted by its 


2 


limit value x when a=0. 
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Let us consider again equation (1') whence follows 


m 
fi + Uyy + 4%) grla) dr = 0 RES AUS RP 
0 
or 
| 44. rfk - upy] „+ wie. c z Bf wend ; funds =y 
0 0 


But as from (2'), (6), in points x =0 and r=a results 
u, = (Luly Dh: LY ke WE have 


JU 
"Uyy = MGR) = 05 
0 


moreover, from (6) is f =— Ueg, and therefore, reminding (5), 
we conclude, that for each solution w(x, y) of problem (1’), (2’), 
the transforms uly) must satisfy the following ordinary dif- 
ferential equation of 214 order 


(10) -H (A — tty) u, =O (he =a), 1,2....). 


Moreover, from the first in (2’) must to be 


(11) ug(0) = vp CS) et) 


where we put 


IT 


(12) VR - fø Ug pie) de. 
0) 
We consider (10) and we notice that, from (7), with increasing 
k, the quantities A— ux are ultimately negative. We define v, 
as the first index making A— uw,<0 (It may be v=0,1,2,...). 
Then from (10), (11) follows: 


Un Y) = Yr COS V2=my + Ch SIN V2— upi (k= 0 eee Ry, 


by —Al r PRZE | | 
(13) | usy)? = = Vue yi i - c, Sinh re Ay (if A — ty< 0) 
| za = Yo + Cy y (if IN 
| A Loy aed HE 
ly) = Yh! + a sinh Va,—A-y)  (E=v-H1,v--2,...) 


where na 1,2,...) denote arbitrary constants. 


5) If »=0, these formulae are missing. 
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(13) show that the conditions of the problem (1’), (2’) 
are not sufficient to determine the solution u(a,y), because 
the Fourier coordinates u(y) of u(w,y) in respect of the com- 
plete system {,(xv)} are not uniquely determined. 

On the contrary (13) show that the problem admits an in- 
finite number of (real) eigensolutions: 


= pt) SIN VA— nz 1 Le (} 11.151 

(14) "| Tk £ k ( r ) 
| =g,(c) sinh Fu, —ży (k= r, A— um < 0) 

K LA ==) 

ow pzy PE ts 0. i ie 
| = p(w) sinh TUE y (k=vr--1, v+-2,...). 


To render the problem a determined one, we must 
impose on (x.y) another condition e.g. a condition for 
Y —> + 00. 


We assume e. g. that 


Vi à y 


lim. © ule, y) =O (i 2— u< 0) 
(15) FR" ot Mi 
ula, a x 
| lim WYJ = () (if sw, =) 
y>+o Y 


(uniformly in the interval 0=w=-a). 
Then from (15) immediately follows that ought to he 


ET 2 

lim e uz(y) = 0 (If 2—u,-<0) 
y-> 4+0 

1 WAAC: ; | 
| lim WY) __ 0) (if 2— u, =0) 
y>+o Y 


and we recognize at once, by means of (13) that the last con- 
ditions may be fulfilled only if one assumes c, =c,_1 = 0,42...=0 
leaving still ¢,,¢,,...,¢,-1 quite arbitrary. 

Thus, imposing, farther on (1’), (2°) condition (15) we 
obtain the theorem of uniqueness only if v= 0, that ts if 


A— ny = ht’ <0. 


Instead of this if »> 0, that is À + 0? > 0, even with ondition 
(15) we cannot obtain the theorem of uniqueness; all the solutions, 
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may be obtained adding to a fixed one, if a solution exists, 
an arbitrary lineary combination of the v eigensolutions U(x, Yy), 
U,(a,y),...,U„_1(0,y) defined by (11). 

As to the existence of a solution satisfying (15) it is to 
be referred, in every case, to the formula 


O0 


“= u URRY) y) 


ee [oie ) da 


u(w,y) = ` palT) 


which, taking into consideration (7), (8), (9), (12), (13), in 
case v =Q that is À ta <0 we write 


on V DA 


u(a,y) = Poe WE. 


(16) 2 SRE 
+ Dre da a sin kw +k cos kx) 
k=1 
putting 
ża i 
Po = mag f aeda, 
0 
(16) 


o PL | 
Pr = Jo (a sin ka +k cos kx) dr 
0 
(eee 


Instead of this if »>0 that is 4+ a7>0, we have 


v— i 

u(w, Y )= Pat “~ COS V24 y+ > pa(asin katk cos ka) cos |/2— IŻ y 
y ~ 
(17) ar = Dk ar eae (asin kv + k cos kc) + 
h=v 
v—{ 

+ gg em sin A+ y + D gal asin kr-keoska)sin/2=ey 

k=1 


where pr are given in (16’), while q,44,-..,4v-1 are arbitrary 
constants. 
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Regarding the problem (1’), (2') we may come to the following 
conclusions. 

The problem is in general not determined, it has infinite 
elgensolutions (14). 

Let us eonsider the sequence 


00 = À + We ZU — 12, WEZ PER og = À — k,... 


— 


and let o, be the first not positive term. 
Imposing on u(w,y) the last condition: 


8 — i m. : ad NW, ł . 
lim [e 4 LL SE 0,05: LM May) _ (SR, =") 
->40 y>to I 


Ve, 


(uniformly in the interval O0<a#<z2) the problem becomes 
determined if »—0 and its solution is to be referred to 
formula (16); it is not determined if »>0, as in this case 
there are v eigensolutions linearly independent, and its solu- 
tions are to be referred to formula (17). 

Finally we remind of the transition to the original problem 
(1), (2) as being accomplished by means of (3), (+) *). 


6) Further considerations on the present question may be found in 
the following papers: A. Ghizzetti, Su wn particolare problema misto 
per una equazione di tipo ellittico a coefficients costanti (Rendiconti dell 
Accademia Nazionale dei Lincei, s. VIII, vol. V, p. 344—348, 1948): 
A. Purificato, Su un particolare sistema di funziont ortogonali e su un pro- 
cedimento di sommazione analugo a quello di Poisson (ibidem, p. 348—355). 


ON AN OSCILLATORY PROPERTY OF SUCCESSIVE 
APPROXIMATIONS 


by JACEK SZARSKI (Kraków) 


The theorem this note deals with was suggested by a paper 
of Mr. A. WINTNER!?). A theorem of quantitative character 
contained in that paper appears to be a particular case of the 
following more general theorem of qualitative character. 

We consider a system of ordinary differential equations: 


— 
>= 
~x 


M TEEN LCR DUO alee. a 


The fun:tions fily!.....y") are supposed to be continuous 
for arbiwa Maa w. yn and: 


(3) MA SAR 


Let filt, y!,...,y") satisfy the following conditions of mo- 
notony. 
If 


(3) EX AROSA, ANC ee) 


1) A. Wintner: Successive wpproximations and a property of the expo- 
nential series, Matematisk Tidskrift, Arg. 1948, Hefte |, p. 22—-24. 

2) The continuity of ff for arbitrary y!,....y” is not essential for the 
validity of the subsequent theorem. We make this assumption only to 
assure the existence of successive approximations on the whole interval (2). 
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then: 
(1) fi, Y1,..., yt) > f(t. y...,.9), (i=1,...,k), 
(5) fe Neem lee AOPEN). == EE 1. sn), 


where k is a fixed integer satisfying the inequality 0<k<n, 
Let 


(6) yt = y), (1 =1,..., n), 


he a solution path of (1) passing through the point (4.41, Że) 
and existing on the interval: 


(7) IB |). 


Then we have on the interval (7): 
t 
(3) l(t) =gi+ Pty). wet) at, (T= Ayes), 
à 


The well known Picard’ formulas for the successive appro- 
xnnations to the sclution (6) are: 


t 
(9) Vi y(t) = yi + fie, YEERE VE GET n; r= 
t 
where the initial approximation: 
(10) ui =yvó(t), (1 = ar) 
may be any continuous curve. 
We shall prove the following theorem. 


If for the initial carve (10) the differences: 


(11) yi(t)—yilt), ((=1,...,k) 
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are of the same constant sign on the interval (1)*), while che 
differences: 
ee) HW a) et = te 1); 
are of the opposite sign to that of (11), then the sign of: 

(13) yi(t)—y'(t), (4=1,...,k) 
48 equal or opposite to that of (li) ane the sign of: 
(14) HUE V0 ER EYE RSS? 


as equal or opposite to that of (12) on the inierval (i), according 
as v be even or uneven. 


Proof. By (8) and (9) we have: 


t 
(15) yt y(t) — yilt) = | [F(t, YU), YPE) — lt, yt), ..., Y” (t))) dé 
f 
KE. Geers E 


If for a » the differences (13) are of the same constant sign, 
while the differences (14) are of the opposite sign to that of (13), 
then by (3) and (4). it follows from (15) that the sign of: 
(16) l(t), EE 
is opposite to that of (13) on the interval (7). By the same 
argument and by (3) and (5) the sign of: 


(17) asd en dh, (B= Kae 123520) 


is opposite to that of (14). 

Following this remark and by the hypothesis concerning 
the sign of differences (11) and (12) the proof is completed 
by induction. 


Corollary. It is clear by (15), that af the weak inequalities 
(3), (4) and (5) arc replaced by strong ones, while the differences 


3) This means that on the interval (7) either yi(t)— y(t) > A ist 
pt — yilt) <0 for i=1,...,k. 
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(11) and (12) are supposed to satisfy the hypothesis of the theorem 
and to be never zero on the open interval: 


) 


(18) kj Zb, 


> 


then the differences (13) and (1!) are different frem cero and 
alternately positive or negative on the interval (15). 


Remark. Mr. A. WINTNER considers in his paper) the 
differential equation of the second order: 


(19) vo’ + f(t)}æ =0, 


where f(t) 18 supposed to be continuous and negative for 
Omt <-+ co. 


Mr. WINTNER’sS theorem may be formulated (in a somewhat 
modified form) as follows. 


If a solution a(t) of (19) ts positive and: 
(20) (0) —a(t) > 0, 
on the interval: 
(21) (GU = Pear, 
then the differences: 
(22) Uy» (t) — a (t) 
are positive for v even and negative for v uneven on the inter- 


val (21), where a,(t) is the v-th successive approximation to a(t) 
given by the formulas: 


(23) ZNASZ NOZE aR Oe 
t 
(24) a(t) =a (0) + w'(O)1-— f(t—s) f(s)atyo(s) ds, (capone pale baal 
0 


This theorem is a consequence of the one just proved by us. 


Cis loc cit. 
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Indeed, by putting yw=a, y=a', the equation (19) is 
transformed into the system: 


Af 100 2 
(25) y =Y 
y* = — f(t) y 
If 
(26) UFE 7 E) 


is the solution path of (25) such that: 


(27) y'(0) =a (0), y?(0) =% (0) 
then: 
(28) yi(t) = x(t) 


For the successive approximations to tbe solution (26), 
given by Picard’s formulas with the initial approximation: 


(29) y) =v'/0). y(t) = y?(0; 
we have: 
(30) W(t) =a,(t), (v= 0,1,...). 


The function f(t) being continuous and negative the system 
(25) satisfies the hypothesis (4) and (5) of monotony (with 
strong inequalities). By (20), (27), (28) and (29) we have: 


(31) y(t) —y(t) > 0 


on the interval (21). By the second equation (25) we have, 
y(t) being positive: 


(32) y?(t) >0 
whence it follows by (29) that: 


(33) y(t) — #2 (t) <0, 
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on the interval (21). Now the corollary of our theorem implies 
that: 


(34) y(t) — y (t) 


is positive for » even and negative fot » uneven on the inter- 
val (21), what completes the proof of Mr. WINTNER’s theorem, 
since the differences (34) are, by (28) and (30), equal to the 
differences (22). 
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A function f(z) defined on a set E extending to infinity 
is said to be of exponential type on £ if there are constants 


A and B such that 
(1.1) if(2) |< BeAlel 


for all ze FE. An entire function f(z) is said to be of exponential 


type if (for some A and B) (1.1) is valid for all z. 
If f(z) is of pus type on 4, 


(doj lim sup — | log RES upper bound | f(z) |} = a 


r>co [2|=r"zcE 
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is called the type of f(z) on Æ. The type of an entire function 
(of exponential type) is its type on # = the whole plane. 

By a statement ,,f(z) is of type a on HL” we shall often mean 
„f(2) is of type <a on E”. What we mean exactly will always 
be clear from the context. 


Results of G. PÓLYA, V. GANAPATHY IYER and N. LE- 
VINSON (see § 2) can be summed up very roughly as follows: 
an entire function f(z) of exponential type, which is bounded 
on the set of the zeros of an other entire function g(z) of expo- 
nential type, must either be a constant, or f(z) can not be very 
small as compared with g(z). Ponya’s function g(z) is sin zz, 
GANAPATHY IYER and LEVINSON's function g(z) has very 
nearly the form sin x sinh nuż, A>0, «>0. In this paper 
($$ 4, 7) rather more general functions g(z) are tracked for 
which the above statement makes sense. Our results include 
the following as a particular case (theorem 7.2): 

Let {zn} be a sequence of points with the property that 
with 2, it also contains —2,. Let the points z, be distributed 
according to a monotonic function k(%): if Ÿ,,#, are points 
of continuity of k(8), (1/r) times the number of z, in the sector 
D, <arg z< ð, |z| <r, tends to {k(d,) —k(9,)) if r— oo. We suppose 
that k(8) is not a step-function with at most one jump on 
(Do Oo tH 7), where W, is a point of continuity of k(d). (That 
is, the z, should not practically all lie ..near” one line). Further 
let for a certain c>0 and for all positive integers n, m, 


(1.3) basal he) 


Now let f(z) be an entire function of exponential type which 
is bounded on the sequence {2,}. If f(z) is of smaller type than 


r 


Oot? 
(1.4) a | |sin (x —9)|dk(3) 
Po 


on some line arg z = y, arg z =g +m, f(z) must be a constant. 
(But there are (non-constant) entire functions, which are of 
type (1.4) on every line arg z = y, arg z =p + xm, and which are 
bounded on {z,}). 
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A result due to Miss M. L. CARTWRIGHT and slightly ex- 
tended by others (see § 2) states that an entire function f(z) 
of exponential type, which is bounded on a „nice? sequence 
of points all of which lie „near” one line (in fact, the sequence 
should not be too different from the sequence {en}, © a con- 
stant +0, n=0, +1, +2,...) must either be bounded on that 
line, or f(z) can not be of very small type (in fact, the type 
of f(z) has to be >2/|c| then). Miss CARTWRIGHT has proved 
a similar cesulf for functions regular and of exponential type 
in a sector (see $ 2). It is not known what kind of sequences 
can be used in Miss CARTWRIGHT s theorem except those 
which are practically of the form {er}. Of course, the points 
of the sequence should not cluster too densely every now and 
then, and in particular they should not coalesce. In the last 
case a result can be obtained, however, if we require that 
some of the derivatives of f(z) are also bounded on the sequence. 
(1 hear from Mr. R. P. Boas that he also found a result 
in this direction recently, thus answering a question of 
A. C. SCHAEFFER). This follows from our results in § 5. We 
mention one of them (theorem 5.2): 

Let o, <0< pa, Po—q;,< r. Let f(z) be regular and of expo- 
nential type in the sector S: |z|>0, g,<argze<q,. Let k be 
a positive integer, and let 


UB | Oost Gas EPDM |--LG] (nb 10e 


Then if f(z) is of smaller type than sin* az on the boundary 
of S, f(z) is bounded on the positive rea) axis (z sin zz is not, 
however). 

In $ 6 we prove an extension of Miss CARTWRIGHT's theorem 
for a „very broad” sequence. More precisely, we consider two 
nice” sequences with different directions, and our result is 
(theorem 6.2): 

Let f(z) be regular aud of exponential type in the sector Ś: 
12120, —w<argz<eo, wx<ja. Let 


(1.6) few; | dCi = OF 4; 
where —o<g =—argA<yp=—argu<w. Then if f(z) is of 


smaller type than /(2) = sin nAz sin muz exp fai(A—n)ż) on the 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII. 14 
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boundary of ©, f(z) 1s bounded in the sector g<argze<yp 
(2f,(2) is not, however). 

Our proofs depend on interpolation, and on the use of 
PHRAGMEN - LINDELÖF methods. Various applications of inter- 
polation in the theory of functions can be found in J. M. WaT- 
TAKER [20]. Some of the older applications of the kind con- 
sidered in this paper were to functions of order two, however, 
and not to functions of exponential type (see [20], p. 73, and 
for a best possible result compare A. PFLUGER [14]). 

1 wish to thank Mr. H. D. KLOOSTERMAN, who has pointed 
out some obscurities in the original manuscript. 


§ 2. Known results: theorems of G. PÓLYA, Miss M. l. CART- 
WRIGHT, V. GANAPATHY IYER and N. LEVINSON. 

A condensed report covering the whole subject of functions 
of exponential type was published by R. P. Boas JR. [4] in 1942. 
We shall here give a more detailed survey of a very small 
part of the subject. Proofs of theorems 2.1—2.4 are contained 
in the proofs of our generalizations. 

By a theorem of S. BERNSTEIN [1] (see our cor. 3. 2. 1) 
an entire function of exponential tvpe zero can not be bounded 
on a line, except if it is a constant. In 1931 PóLYA [15] set 
the problem to prove the following stronger result (Of. [21}). 


Theorem 2.1. Let f(z) be an entire function of exponential 
type zero. If f(z) is bounded on the set of the integers, 


(2.1) |fm|<C, (0, Elus M), 


then f(z) is a constant. 

Several proofs have been given. See G. SzEGO [17], 
L. TSCHAKALOFF [19], R. E. A.C. PALEY and N. WIENER [13] 
p. 81—83, LEVINSON [11] p. 127—129, J. KOREVAAR [9]. LE- 
VINSON [11] p. 127—185 has investigated what kind of sets of 
points lying near the real axis can be used in theorem 2.1 
instead of the integers. His very general results imply for example 
that sequences {z,} of the form 


m 


(2 Zn = W -+ O Free 


| (n> + 00), Pepe a cd 1? 
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are always admissible if ô > 0, but not always if ô= 0 It seems 
to be very difficult to prove a best possible result here. 

Theorem 2.1 can be proved as follows. First show that 
In) bounded” implies „f(x) bounded” (œ real), and then 
apply S. BERNSTEIN’s theorem mentioned above. The conclu- 
sion ,,f(n) bounded” + ,f(æ) bounded” is valid not only for 
entire functions of zero type, but for all entire functions of 
exponential type <x. (Compare z sin zz of type x, however). 
This was proved by Miss CARTWRIGHT [6]. 


Theorem 2.2. Let f(z) be an entire function of exponential 
type a<a. If f(z) is bounded on the set of the integers, 


(2.3) |m)|<G,) m=0, 41, £2,...), 
then f(x) is bounded, 
(295) ces, 6) EF ecu <ośli 


Other proofs of theorem 2.2 were given by A. PFLUGER [14], 
A. J. MACINTYRE [12], Boas [3], R. J. DUFFIN and A. C. 
SCHARFFER [7]. For the dependence of K on a see Boas and 
SCHAEFFER [5]. DUFFIN and SCHAEFFER [7] (compare Boas [3] 
p. 163) proved that the sequence {n} in theorem 2.2 may be 
replaced by a sequence {z,} satisfying (cf. [22]) 


(2.0) |zn—n|<D(—00<N<0O0), |2,—2,|>d>0 (n+m). 


The essential parts in (2.2) and (2.5) are the first inequalities. 
Hence (2.5) is a much heavier restriction than (2.2). According 
to a conjecture of Boas all sequences {z,} would be admissible 
in theorem 2.2 which satisfy 


OQ 


(2.6) PRE Re), > Uni N? <O, 


Fe 
and a condition which prevents the 2, to coalesce, or to cluster 
too densely. 

We now turn for a moment to functions f(z) regular and 
of exponential type in a sector S: |z|>0, —w<argz<o 
(w<iz). A result which is mainly due to V. BERNSTEIN [2] 

14* 


ŁO 
to 
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p. 229—249 (see LEVINSON [11] p. 100—121) implies that 


if f(z) is of type zero on a sequence {za} (n=1,2....) satisfying 
(2.7) lim 7/2n=1, |2n,—@m|>Se|n—m| (e>0), 
n—->00 


and if f(z) is of type <asin œ on the sides of S, f(z) must be 
of type zero on the positive real axis. For the .nice” sequence 
Zn = n Miss CARTWRIGHT [6] has proved the better result 


Theorem 2.3. Let f(z) be regular and of exponential type 
in the sector S: |z|>0, —o<argz<Ko(o<+n). Let f(z) he 
bounded on the sequence of the positive integers, 


(2.8) |Fln)]|<G (n=1,2,...). 


Then it f(z) is of type < a sin w on the sides of S, f(x) ts bounded 
(æ >). 

This result is also true if œ =4x of course. For if f(z) is 
of type <x on the imaginary axis, f(z) is of type <a sin (x'2— ô) 
on argz=n/2—0, —n2-—-ó tor all sufficiently small 5>0 
(see our cor. 3. 1. 5). .Theorem 2.3 bas also been proved by 
MACINTYRE [12]; the case of a half-plane (w =4 1) was treated 
(with a sequence {z,}, n=1,2,..., satisfying |[z,—n|<D, 
|2n—2m| =a >0) by DUFFIN and SCHAEFFER [7]. 

An entire function of exponential type can not be bounded 
on two non-parallel lines, except if it is a constant (see our 
cor. 3.1.2). LEVINSON [111 p. 122—126, extending a result 
of GANAPATHY IYER [8], has proved the following theorem 
on entire functions bounded on two .orthogonal” sequences. 
For a simple proof of a particular case compare J. IKORE- 
VAAR [10] § 5. 


Theorem 2.4. Let {z,; and {un} be two sequences a: complex 
numbers such that 


(ARA lim n/2,==42>0, lim n/4,=u>0, 
n->0oa n->ca 


and for some € > 0 


(2.10) \2n— 2nfree|n—m]|, |wn—w„|>c|n—m|. 
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Let /(z) be an entire function bounded on the set + ĉn, + tw: 
(2.11) TE NE CAM EMOPNEEC, Are a 


If /(z) is of exponential type <a(7? + „)I?, f(z) is & constant. 
Compare, however, the function sin azz sinh zn: of type 
a(2? -p tle, 


§ 3. Auxiliary theorems: classical results of E. PHRAGMEN 
and E. LINDELÖF; a generalization of a theorem of N. LEVIN- 
SON on entire functions with zeros having a density. 

PHRAGMEN and LINDELOF’s theorems 3.1 and 3.2 are 
extensions of the maximum-modulus principle to certain in- 
finite regions. Proofs can for example he found m [18] p. 176— 
179. The corollaries mentioned are well-known and can be 
proved very easily. Those on H(q), h(q) are due to PHRAGMEN 
and LINDELÖF themselves (compaire [IS] p. 181—185). 


Theorem 3.1. Let f(z) be regular in the sector S: [2120 
ga Sill 2 Lo Af 


9 


on the sides of S, and if 
(3:2) |flzy|<Adzh, <q qu). 
for all ze S, then (3.1) actually holds throughout S. 


Corollary 3.1.1. If ga—q,<a (3.2) will a fortiori be satisfied 
if f(z) is of exponential type m SN. 

Corollary 3.1.2. A non-constant entire function of expo- 
nential type can not be bounded on two non-parallel lines. 

Corollary 3.1.3. Theorem 3.1 remains true if S is the closed 
region (containing a half-line with direction $(q,-+ 9,)) hounded 
by two pon-intersecting curves (,, C, without double-points, 
starting at the same point 2, and tending to infinity with 
asymptotic directions g1. g,. respectively. 

Corollary 3.1.4. Let f(z) be regular in the closed region © 
of cor. 3. 1.3, ¢gg—g@<%. and let fiz) satisfy (3.2) in S. If f(z) 
is of exponential type (of exponential type 0) on the boundary 
of S, then f(z) 1s of exponential type (of exponential type 0) 
throughout S. 
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More precisely, if h,, hg denote the types of f(z) on Ci, Co; 
respectively, then there exists, to any e>0, a constant A(e) 
such that 
| | tree) | < Afe) exp [{H(g) + e) r]. 


(ore ) h, sin ‘Pa— p) + Ho sin (—q,) 


H(q) = i 
| p) SIN (Pa — pı) 


throughout S. 


Corollary 3.1.5. Let f(z) be regular and of exponential 
type in the closed region S of cor. 3.1.3. Let h(p) denote the 
type of f(z) on the half-line arg z=q; ¢,<¢<.. h(g) is conti- 
nuous for pı <p <q; moreover lim sup Alp) for o | gy, or p tq, 
is <h,, or < ha, respectively, where h, and ka are the types 
of f(z; on Ci; C. By the continuity of h(o, for g, <p<g, the 
type of f(z) on any curve C tending to infinity with asymptotic 
direction g will be hp) (g-<g<qs). If o—y<a, h(p)<H(g) 
(see 3.3)). 

Corollary 3. 1.6. If an entire function of exponential type is 
of type —oo on a certain half-line, or of negative type on 
a line (F. CARLSON; sce [18] p. 185), then.it must be identic- 
ally zero. 

In theorem 3.1, (3.2) can be replaced by the weaker con- 
dition that to every «>9 there exists a constant Ale, such 
that 


(3.4) |f(2) | <Ale)ell*, A= alpa p), 


for all zeS. We are interested only in the particular case 
Po— Pı =X here. 


Theorem 3.2. Let f(z) be regular and of exponential type 
zero in the half-plane H: |z|>0, p< argz<q,+ a. If 


(3.5) HD| <M 


on the boundary of H, then (3.5) actually kolds throughout H. 
The following corollaries are mainly due to S. BERN- 
STEIN [1]. 


Corollary 3.2.1. A non-constant entire function of expo- 
nential type zero can not be bounded on a line. (In particular, 
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a non-constant entire function of order <1 can not be bounded 
on a line). 

Z 3.2.2. (Compare G. POLYA and G. SzEGO [16] 
vol 2, p. 3d, 36, nrs 201, 202). More generally, if f(z) is regular 
in (2 )>0 and of AA type a there, while |f(v)|<M 
(—oo<æ<co), then 


(3.6) a |fls-+ty)|<Mew, (y>0). 


It will be clear from J. HADAMARD’s Classical investigations 
that there is a close connection between the distribution of 
the zeros of an entire function and the growth of its modulus. 
LEVINSON [11] p. 92—99 has proved the following theorem 
on even functions with zeros having a density. 


Theorem 3.3. Let {z,} be a sequence of complex numbers 
+:0 such that 


(3.7) MA AS ZZEZM 
n=>oa 


while for a certain c>0 and for all positive integers n,m, 


(3.8) |2n—2m| Zc|nm]|. 
If 
(3.9) Ple) =IT(1L żle) 
1 


then tbere exist, to every e>0, d>0, positive constants 
A(e), B(e,d) and C(e) such that 

|F (rel? )|< A(e) exp fzar |sing|+er]), 
(3.10) NU re? )|>B(e,d) exp {dr |sin g|—er), |re +2,| >d, 

| |F'(-Ł2,)|> C(e) e—# al 

The restriction (3.8) is necessary in order to avoid too 

dense clusters of zeros, which would spoil the second and 
the third inequality (3.10). 


In some applications of our results we shall also use the 
following extension of LEVINSON’s theorem. 


Theorem 3.4. Let F(z) be an even function of exponential 
type; F(0)-F0. We denote its zeros by Zn, n=1,2,.. Let the 
zercs 2, be distributed according to a monotonic function 
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k(d): if 0,,9, are points of continuity of k($), (Lir) times the 
number of zeros 2, in the sector J <argz<i, |a|<r, tends 
to £k(9,) —k(V,); if roo. Further let for a certain £>0 and 
for all positive integers n,m, 


(5 111) Iz AE trae 

Then to every e>0, d>0, there exist positive constants A(e), 
B(e,d) and Cle) such that 

| Gotan 
| 


Fr iz) le „A(e) exp {ar f |sin (4 =, a) Cko) Er}, 


Fa 


Hayta 
| P(r?) |>B(e,d) exp {arf |sin (q —9)| dk(9)— er}, 
Fo 


Srk 
I Vi ne Et 
Pyp 
|F' (Tutifn)| > Cle) exp {AT [si (he ú )| dk(ð) Ród ha 
| Mc 
| r„e'Pn = Zn: 


Here % as an arbitrary point of continuity of k(V). 


Proof of theorem 3.4. (1) We suppose that the zeros z, of F(z) 
all belong to a double-sector —ó< arg z< 0, a—d< arg z< 2+ ô, 
O0<d<4a. (1 r) tires the number of zeros z, satisfying |z,|<7 
will tend to 22 (r—>0o), À a constant >0. We shall prove that 
to every e>0, d>0 there are constants A(e), B(e,d)>0 such 
that 


| (rt) |< A(e) exp {adr |sin q |--(3aAó--e)r), 
(3.13) | F(reif) |>B(e,d) exp fażr |sin g |— (Bażð+e)r}, 
[rep — z,| Zd. 


Denote the zeros of F(z) in —0< sg 2<0 bv Wj Ws... As 
they form a subset of the zn we can arrange them such that 


(3.14) nn) Ze mI. 


By HADAMARD's well-known factorization theorem, because 
F(z) is even, 


(0) M ya oe ZĘ 
i 


bo 
= 
-q 
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D a constant. Put 


(3.16) Pe =D a E ewe). 
[wh| < (1—e) |z| 
lwnl 2 (1-He) |z| 


Clearly 
| Her [len | < [1 |= TA < |] Lee? 
— 20 SAME 22 20, 
oe mle (a = Fr; WIEC ia, | p 


20 & fire 2*7< 7 20, 


| [1+ [2 Pe "prz | <1—2 he] [a + eff, 
1r-—20< arg <a 20, 


[1 2 acz] | s| |= Fi ee ent 


n-|- 26 < arg 2< 2a—0 
We remark that 
(3.18) nt (noo). 

Now (3.15), (3.17), (3.18) and the first inequality (3.10) 
(for which (3.8) is not necessary) easily yield the first inequality 
(Hu 

It follows from (3.16), (3.17), (3.18) and the proof of LE- 
VINSON’s theorem [11] p. 92—%9 (see LEVINSON'S formulae 
(22.22), (22.38) 11 220, and (22,31), (22. 34) A—0) that 
(3.19) | P(e,re”)| > Ble) exp {ar |sin ¢-| — (3216+ 46)1, 
and also (see LEVINSON’s formulae (22.14), (22.30)) that 
(we use (5.14) only now), 


(3.20) LH a aa jaa; a> B (e + CUS ler), 
(1—e)|2| <|w,|<U+e)|2| 


[ret > w, | > 
Combining (3.19) and (3.20) we get the second inequality (3.13). 
(11) Let ley oe jn be points of continuity of 


PT (PEIGEPFAN NEON "KOP fh 
(3.21) ty 
— f |sin (9—5)|dk(0) | <n, 


hy 


where y 18 a pre-assigned positive number. 
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We may apply (3.13) to each of the functions of the form 
(3.15) formed with the zeros w,,w,,... of F(e) belonging to the 
sector 0, y<argz<i;, j=1,2,...,p. Combining the inequa- 
lities of the form (3.13) thus obtained and using (3.21) we 
get, for every e>0, d>0, 


+ 


KOP) |T (£) exp | ET vite (o = dk(ð PE 


Fo 


goo) I Iota 
(oe) | ( s | 
| P(r el?) |>Ble,d) exp jar if [sin (g — 0| dk(d) —e' rt, 
Do 

ree —z,|>d, 
where 

a PL 
(3.23) e =S NÀ | dk(9)-- pe+ y. 

Fo 


Now if e is a given positive number, we can first determine 
a ô >0 (ð< 42) and an 7>0 which are so small that something 
remains for pe in (3.23). Then we determine p and #;,...,0, 1 
satisfying @,—d;1< 26 (7=1,2,...,p) and (3.21). Finally we 
determine e by (3.23). This proves the first and the second 
inequality (3.12). 

The third inequality gives no difficulty now. Take d= 4e. 
For |2—2,|<d, F(z)/(z—2,) is regular and +0. Hence 
(3.24) |. F'(2,)| > min |F(2)|;d. 


|z=—z, |= 


Applying the second inequality (3.12) we get the third. 


§ 4. A theorem of the type of G. PÓLYA'S theorem 2.1. 
The zeros of sin zz are 0,+1,--2,... Clearly sin zz satisfies 
an inequality of the form 


(4.1) |sinrz|>Bedlzl, A>0, B>0, 


on tlie set Ed 4% Sarg 2<in, in<arge<ja. Finally 
(sin rż) =x cos z? is bounded away from zero on the set of 
the integers. Hence theorem 2.1 is contained in our 


Theorem 4.1. Let g(z) be an entire function of exponential 
type with zeros 2,,2,,... Let U be some double-sector |z|> 0, 
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M Sarg z< yp, | taA<arg 2<qyo+2(¢,<¢,). To every d>0. let 
there exist constants A>0, B>0 such that 
(4.2) 19(2) | > Beale 
for all z e U satisfying |z—z,| >d. Finally, let for a certain C >0 
(4.3) GAR SCR Se 


Let f(z) be an entire function of exponential type which 
is bounded on the sequence {zn}: 


(4.4) |lzn)|<D (n=1,2,...). 


If f(z) is of zero type on a line belonging to U, f(z) must be 
a constant. 


Proof. Define 


(4.5) h(2)= 02 1{f(z) —f(0)}, 
where 0>0 is so small that 
(4.6) [Alen] Sa] +1) (m=1,2,...). 


Since g(2) is of exponential type we have as an easy application 
of J. L. W. V. JENSEN’s formula (see [18] p 249) that there 
must be a constant c>0 such that |z,| >m (n>n). Hence 
by (1.6) and (4.3) 


(4.7) H (2)==g (2) 2 
à 


represents an entire function which 1s equal to A(z) at 2,,2,.. 
We shall prove that H(z)= A(z). 

Let 
(4.8) NE — TAN EMS) gle). 
e(z) is an entire function. It is of exponential type. For to 
every £>0, d>0, there exists a constant F(e,d)>0 such that 
(4.9) |g(2)| > Æe,d) exp (lelit), |z—z,| >d, 


(J. HADAMARD; see [18] p. 273). Now if d is small enough, 
the circles |z—z,|<d, |z,|<7, can only form conglomerates the 
dimensions of which are small compared to 7. For the number 
of zn, |Zn|<r, is <Ar, À a constant. Hence. using the maximun- 
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modulus theorem for these conglomerates, v(2) is of order 1. 
But by a similar argument we find from (4.2) that v(z) is of 
exponential type in the double-sector g,+ ý< arg z<qo—9, 
qi w MANS. nn, U<ży<g gg. Hence vlz) as vot 
exponential type by theorem 3.1. 

Let U” be a double-sector contained in U and in which f(z} 
and hence A(z) are of type <A (see cor. 3. 1.5, 3. 1.4). By (4.8), 
(4.2), (4.7), (4.6), (4.3) v(z) tends to zero on every curve in U’ 
which tends to infinity, and which avoids the circles |z—-z,|<d. 
Such curves exist in every given sector contained in U’, if d is 
chosen sufficiently small. For the number of z, with modulus 
between 47 and r is <Ar. Hence v(z) is bounded (compare 
theorem 3.1). That is, v(z) must be a constant, which can 
only be zero: h(z)= H(z). 

For every positive integer p, h?(z) is an entire function 
of exponential type which is of type zero on a line of U, and 
which satisfies the inequality given for A(z) m (4.6). For a similar 
remark compare LEVINSON [11] p. 125, 128—129, 133—1835. 
Hence, applying the above argument to hP(z). 


ca 


ge hPiz \ 
4.10 Petz) Le) NME zen 
) J 2 g (Zn) (4—2,) 
Ba FEO) su BERS), 
| PZA — 3 A < l 
AI) Mo PS D 
7e | Je = 


Keeping z fixed and letting p > ac we find that 
(4,12) |hiz)|<1. 


Hence A(z) is a constant, which by (+.6) can only be zero. Thus 
by (4.5), f(z) — (0). 


Remark. Other examples than sin ze of functions g(2) satis- 
fying (4.2), (4.3) are furnished by those functions F(z) investi- 
gated in theorem 2.1 for which k(%) is not a step-function 
with at most one discontinuity on (a, Oot z). For except in 
the latter case, i 
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hohe at 
f Isin (@—9)| dka) >0 
$, 


for all ç. This remark will explain why such .nice” sequences 
{za} have to be used in PÓLYA's theorem if we require that 
the z, lie .near” the real axis. 


§ 5. Extensions of Miss M. L. CARTWRIGHT'S theorems 2.2, 
2.3: boundedness of a function and some of its derivatives on the 
set of the (positive) integers. 

The following result slightly generalizes Miss CARTWRIGHT'S 
theorem 2.3. The proof is different from the known proofs 
of theorem 2.3, but as Mr. R. P. Boas pointed out to me, 
he and A. C. SCHAEFFER [5] used an idea similar to the idea 
of (5.12), (5.13) in our proof, to obtain (the easier) theorem 2.2 
(compare also J. KOREVAAR |10] $ 4). 


Theorem 5.1. Let g, <0<gs, p—9<x. Let j{2\ be regular 
and of exponential type in the sector S (12120, p< arg 2<@): 


(5.1) |/(2) | < Beal 


throughout S. Let f(z) be bounded on the sequence of the 
positive integers: 


(5.2) f@ij<C (n=L2,...). 


Then if f(z) is of smaller type than sin ze on the boundary 
of S: 


(5.3) |flre?s)| <p exp ((z—0)|singyjr) (70, j =1,2) 


for certain constants 8 and 6> 0, the function f(z) is bounded 
on the positive real axis: 


(5.4) \ fla) |< = KC, Gus Pas 8, 6) (0>0). 


Remark. If pa— pı <x we may replace (5.1) by the requi- 
rement that f(z) be of order <a/(g,—9,) in 8. For by cor. 
3 1.4 (5.3) will then imply an inequality (5.1). In this case A 
and B depend on Pis ga, f, Ô only. 


Proof of theorem 5.1. Let 
(5.5) Ge) = Eee rc): 
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(Here, a factor (2+1)-12 is used in order to achieve conver- 
gence of the series in (5.6). We could not use (2+1)-1 because 
that would spoil the combination of the estimations (5.8) and 
(5.15). The further factor 2(¢+1)—! in (5.5) is added in order 
to obtain a function h(z) (see (5.6)) which 1s regula: at z =Q). 
Define 


PCT RS me AIS Te 
(0.6) g(z)— sin ar A ne) (2+1) 12 sin aż - h(2). 
n=1 


(i) Clearly h(z) is regular in A. It is of exponential type 
there, for in the closed region obtained from S by omitting 
the circles |ż—n|<+4, sin zz is bounded away from zero. Hence 
h(z) is of exponential type in that region, and then by the 
maximum-modulus theorem in the whole of SV. 

We shall now prove that h(z) is bounded in 8S. By (5.6), 
(513), (5-2) U dp) ~ min rer L, 


ee e Ai 
"dlg;) {exp (z|sin g;| r) —1) 
(2.7) 
12 Se E no) 
nr n>r 
Here 
| n 2 USE 
JE. mo ZM 
Zin +1) J2| ei; —n | = = siny] 2 * Md r| sin p, | 
(r>1), 
(5.8) | 1/2 
Sia See EE ZMIE 
<= (n--1)*%|reyj—n|  |sinqj|<= 2 ww [sin g| 
| (> 0%). 
By (5.7), (5.8) 
(5.9) |[A(rei)| LM =M(C, qy, Pa, P, 9). 


Hence if g,—9,<.2, (z) is bounded by M throughout S (see 
theorem 3.1). If ¢.—9,=2 we remark that by the argument 
of (5.7), (5.8), A(z) is bounded on any half-line argz=g,q,<q<0, 
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which is so near arg <=, that f(z) is still of a type less than 
that of sin zz on arg ż=o (compare cor. 3. 1.5). By theorem 3.1 
h(z) will therefore be bounded in Ś, by theorem 3.2 its bound 
is given by the bound of h(z) on the sides of S. Hence we find 
in both cases that in particular 


(5.10)  |k(a)|<M=M(6)=M(C, fa; fo P, ô) (> 0). 


(5.10), together with (5.5), (5.6), are not yet sufficient to 
prove that f(x) is bounded (w>0). We shall therefore derive 
a better interpolation-formula for g(z) than (5.6), namely, 
(5.13). (Compare Boas [3] theorem 2, Boas and SCHAEFFER [5], 
J. KOREVAAR [10] § +). 

(ii) Instead of f(z) we now consider 7,(2,2)=f(z) cos 22, 
fal, 2) = f(z) sin 2, where 0 < A śe<0. Let the corresponding 
functions g and h be denoted by g,(4,2), h(4,2). /,(2,2) and 
f.(2,2) satisfy the conditions given for f(z) in theorem 5.1, 
with A replaced by A--e, ô replaced by 6—e. Hence by (5.10), 


(5.11) (h(a, v)|<M=M(d—e) (w>0, i=1,2). 


Using (5.6) for the functions g;(4,2) we get 


| HER PR GOS 2 WILKA ee 
(5.12) 4 Sie epee ee UMR EEANIR G 
| = 7 2— R) 
| + (2+1)718 sin az {h,(4,2) cos 22 + h,(2,2) sin Az}. 


Integrating with respect to 2 from 0 to e and dividing by e 
we get 


| Maps Ssn ele 5, 
=A ET A os E à fe 
qe) so | Ue 
= 


(5.13) 


f I A 
| + (2+1)—1 sin mz - A {h,(A, 2) cos 22+ h,(2,2) sin 22} d2. 
| = 
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— 


Hence by (5.5) and (5.11), 


roe ‘Gas (ea We co y Cn sin ea — n) | 


(5.14) AN, Taeg 


a vri |sin zac | - 2M (0—e). 
L À 


For a certain constant D, 


| DY n|sin zw | -|sine(r—n)| s | = 
lé | (n +1)3 (x —n)? ` A (n +1)2(@—n 2 
= = Í n< x l n< x—i 
(02) | < Dla r 
| > < D(x +1) 12, > <D(r +1)712. 
x—1<n<x+-1 e 


Now let e=40. By (5.14), f(x) 18 bounded for 0<a<4. For 
>+ we ob 5.14) and (3.15). Thvs 


(5.16) f(a) | < À = A(C, 19 F2) ILE 0), (8220), 


which is the desired result. 

We shall now prove a more general result with boundedness 
of some of the derivatives of f(z) on the sequence of the positive 
integers also. 


Theorem 5.2. Let g,<0<qo, go—9,< z. let f(z) be regular 
and of exponential type in the sector S: |2|>0, qq <arg z< qa. 
Let k be a positive integer, and let 


(5.17) | #n) 


=, ARNE ee lo Ce — eek 


Then if f(z) is of smaller type than sin’zz on the boundary 
of S: 


5.18) |/(reiej)|<B exp fika—ó)lsinq|r)) (r20,7—=1,2) 


for certain constants f and 0>0, f(z) is bounded on the po- 
sitive real axis: 


(o | Ma) |< K=A(k, C, Pis Pa 6, 0), ATOUT. 


Remark. The example z sin #x2 shows that, in a certain 
pense, theorem 5.2 is a best possible result. 
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Proof. By theorem 5.1 the result is true for k=l. Assume 
that it is true for k=p. We shall prove that it is true for 
k=p+-1 also. Define g(z) as in (5.5) and put 


oo 
—y¥(—1)" g(n) sin vie—n 
legia So) En 


(5.20) ny(ż—n)? ie 


ne 


=(2+1)—12 sin aż - F(2), y=l rp. 


F(z) is regular and of exponential type in S. Further, 
I'(n), E'(n),..., FP-D(n) (n=l,2....) are bounded by a constant 
depending only on Cand y=ia(k—1). Finally F(reiÿ;) satisfies 
an inequality of the form (5.18) with k=»p instead of p+1, 
and with constants f and ô depending only on the old constants 
k, C, G1, Pos b, à. Hence by the induction hypothesis 


(5.21) |F(z)|<K'(k, C, pi, Pob), (020). 
The desired result on f(x) follows from rar by an estimation 
of the form (5.14), (5.15). 


From theorem 5.2 we can derive the following extension of 
theorem 2.2. 


Theorem 5.3. Let k be a positive integer. If f(z) is an entire 
function of exponential type satisfying 


(5.22) | fin)[<O, |f'(m)|<0,..., 1{@-9(n)| <0, (n=0. +1, +2,...), 


and if f(z) is of smaller type than sin “zz on some line arg z=q,, 
ULE 00 ani 


(5.23) |/(re'P)|<B exp {(ka| sin pl —ô)rt (r>0,9=9,p=qg,-- m, 


for certain constants 6 and 6>0, then f(z) is bounded on the 
real axis: 


(5.24) | f(2)|<K = K(k, C,6), (—co<a@<oo). 

Remark. z sin taz is not bounded on the real axis. 

Proof. If f(z) is of smaller type than sin*zz on the real 
axis, f(z)=0 by cor. 3.1.6. If g,=E0 or z it follows from theo- 
rem 5.2 that f(x) is bounded by a constant K(—oo<41<o0o). 
It remains to be proved that A does not depend on 8 or gą. 
We shall prove this by a device used by R. J. DuFFIN and 
A. C. SCHAEFFER [7] in a similar situation. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII. 15 


226 J. KOREVAAR 


Suppose that we could find no A which is independent 
of B and g,. Then there would be a sequence of functions f,(2), 
p=1,2,..., satisfying the conditions of theorem 5.3 with fixed 
k, C,6, but with variable 8 and pı, and such that 


(5.25) june à. | fp(@) | =H co (p — 00). 


Let |f,(%,)| >łf,—1, and define 


(5.26) Fa =K; fole Hitl, (pE). 
We have 


AEAEE nee T E T 
0<x<1 
5) AF , 115 Oy: 
PEM ye PROS Ea GSA ON SU 


CE ORNE NS) 


=I 


By tle first inequality (5.27), by (5.23 A TEAN q, must be +0 
or x because f,(2)==9) and by cor. 3. 1 A OLE 


(5.28) [dena wy") exp {ka 0) lat, pl, 3.27. 


By (5.28) the functions F,(2), p=1,2,..., are uniformly 
bounded in every bounded region. Herce there will be a sub- 
sequence of the F,(2) converging uniformly in every bounded 
region. The limit-function Fy(ż2) of such a sub-sequence will 
be an entire function of exponential type < ka (see (5.28)), 
satisfying (see (5.27)) 


(5.29) max | Fo(x)| E Fo(n)=0, Poln)=0,..., # EN) = 0 
Doe 0<x<l 
( (), | eee. | 


? 
By (5.29) F,(2)/sin “a2 is an entire function. It is of exponential 
type, and of type <0 on the imaginary axis since F',(2) is of 
type <kx. Hence F(2)=0 by cor. 3.1.6, contrary to (5.29). 


§ 6. Functions of exponential type in a sector which are small 
on two sequenccs. 

In this section we consider functions f(z) which are regular 
and of exponential type in the sector S: |z|>0, —w < arg z<a, 
w<42, and which are of prescribed growth on two sequences 
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with asymptotic directions g, y respectively, —o<p<y< o. 
First we prove a result of the V. BERNSTEIN type for sequences 
baving a positive density; we derive from it a result of the 
Miss M. L. CARTWRIGHT type for „nice“ sequences (compare $ 2). 
We also mention a slight extension of N. LEVINSON's theo- 
rem 2.1. 


Theorem 6.1. Let f(z) be regulur and of exponential type 
in the sector S: |z! >0, —w< argz <w, o<4a. Let f(z) be of 
zero type on two sequences {z,}, {wn} satisfying 


E n F ) : n mę 
(6.1) ie EN Pal Dye ZFA 
n>oa "nn n—-ca Wn 
—w<p=—argAly=—aro k<o, and, for a certain c>(), 
(6.2) |2n—2m|2¢ln—ml, |w=w„|zc|n=m|. 


Then if f(z) is of no greater type than 
(6.3) f,(2) =sin ade sin. auz exp +zt(2— u) 2} 


on the boundary of S, f(z) is of no greater type thau f,(2) on 
any half-line or S. In particular, f(z) is of zero type in the 
sector p < arg z < y. 


Remarks. For o=42 we get a correct result if we replace 
the first „no greater” in theorem 6.1 by ,.smaller” (see cor. 
3.1.5). It is not difficult to derive from theorem 6.1 a result 
for the case that f(z) is of type a on {zn} and of type 8 on {wp}. 
Tt is also possible to prove a related theorem for more than 
two sequences. 

The example f(z) = f(z) c€, e > U, shows that theorem 6.1 is, 
in a certain sense, a best possible result. 


Proof of theorem 6.1. We may omit some of the z, and w, 
and hence we may suppose that 2,+0, w,+0, Zn Um, 2ned, 
wpe S. Now let 


CH Gz) = If(1— jen), Te) = 17 (1 — 2" jw). 
1 1 
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By theorem 2.3, if £>0, d>0Q, 


ste < A(e) exp {x|2|r|sin (9 — q) re à 
(6.5) | G(re*) | > B(e,d) exp get 8—p)|-er 
|> 


} "( id ra 2 
| GRSA) | Sekar 


C(e) exp (—e|£,| => dl, 


for certain constants A, B, C>0. Similar inequalities hold 
for 77/2). 
Let 6>0. We define v(z) bv 


| f(z) Rh (alu — A) 2—02) == 
O f(n) exp fzi(u— À) z, — dent | 
> na Z _ Gr) H(2,) (2 —Zn) | 


(6.6) 
ma Dee exp fnt(u—4A) w, — Ôw,} 4 
G(w,) H' (w, (£ — un) 
| + G{e) H(z) v(2). 


By (6.5) and the corresponding result: for H(z), v(z) is regular 
and of exponential type in S. Moreover v(z) is bounded on the 
sides of S. Hence by theorem 3.1, v(z) is bounded throughout S. 

Fstimating f(z) from (6.6) we find in S, leaving out the 
circles |2—2,|<d, |£—uwn|l<d, (<40), 


(6.7) | f(z) |<D | G(2) H(z) exp fai(4— u)z + dz) |, 


D independent of z. Taking into account the inequalities of 
the form (6.5) and applying the maximum-modulus theorem 
for the omitted circles we find 


|f(rc?)|<E exp {x|A]r|sin (8 — p) | + 


6.8 
(6.8) + x| a|r|sin(B=vy)| + R(ai(A—p) re) + (2e + 6)7} 


for all re? =zeS, E independent of z. Since e and 6 were 
arbitrary positive numbers this proves the theorem. 


The prow corollary slightly generalizes LEVINSON's 
theorem 2.4. We shall prove a much more general result in § 7 
however. 


Corollary to theorem 6.1. Let f(z) be an entire function of 
exponential type which is bounded on two sequences + Zn, 
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+ Wn, where the z, and w, satisfy (6.1), (6.2). If f(2) is of smaller. 
type than j,(2) = sin nóż sin muz, f(z) is a constant. 

Remark. It is sufficient to suppose that f(z) is of smaller 
type than f(z) on some line (see theorem. 7.2). 

Proof. On the line R{a2(A—) 2} = 0, f(z) is of smaller type 
than f,(2) (see theorem 6.1). Hence hy theorem 6.1 (see the 
remarks) f(z) is of zero typein p<arg2 <y, p +a Sarge Syri. 
Application of theorem 4.1 completes the proof. 

We now turn to „nice” sequences. 

Theorem 6.2. Let f(z) be regular and of exponential type in 


the sector S: |z|>0, —o <argz <a, w <4}a. Let f(z) be bounded 
on two .nice' sequences: 


(6.9) Ce CE (UA) eC eel e ta), 
—o<p=— arg A<p=— arg u<o. Then if f(z) is of smaller 


type than 
(6.10) fo(2) = sin zAż sin muz exp {xi(A— n) 2} 


on the boundary of S, f(z) is bounded in the sector o < arg z <y. 


Remark. It follows from the example f(z)=2f,(2) that 
theorem 6.2 is, in a certain sense, a best possible result. 

Proof. By theorem 6.1, f(z) is of type zero on arg z=. 
As f(z) is of type <2a|A| sin (g+w) on arg z=—w, f(z) is of 
type <2a|4| sin (p—8) on arg z=, —w<d< , by cor. 3.1.4. 
Now let y— min (p--o,v—g). On the sides of the sector S’ 
(g—y<arg 2<p+7y), f(z) is of type 2xo]/À| sin y, e<1, and of 
zero type, respectively. Hence #(z)=f(z) exp (—7ioAz) is of 
type <x|A| sin y on both sides of S’. As F(n/4) is bounded, 
F(x/2) is bounded (x > 0) by theorem 5.1. That is, f(z) is bounded 
Olga Sec 

In the same way we prove that f(z) is bounded on arg z= y. 
Hence f(z) is bounded in the sector p< arg <y by theorem 3.1. 


§ 7. Entire functions of exponential type bounded on the 
set of the zeros of other entire functions of exponential type. 

In this section we shall prove a rather far-reaching extension 
Of V. GANAPATHY IYER and N. LEVINSON’S theorem 2.4. 


230 J. KOREVAAR 


Our result can roughly be stated as follows. If f(z) and g(z) 
are entire functions of exponential type, and if f(z) ıs bounded 
on the set of the zeros of g(z), then if the zeros of g(z) do not 
all lie .near” one line, and are not distributed too irregularly, 
f(z) must either be a constant, or f(z) can not he very small 
as compaced with f(z). In particular, if g(z) is a function of 
the form considered in theorem 3.4, (k(ĉ) rot a step-funetion 
with at 'nost ore jump on (aot m), f(z) -nust either be 
a constant or f(z} is on every line of at least the same type 
as a(z) (compare our corollary to theorem 6.1). 


Theorem 7.1. Let g(z) be an entire function of exponential 
type with zeros 2%,2,...; |fea—2m|=¢ for a certain c>0 (nm). 
Let there be an a>0, a 56>0 and a g, such that to every «> 0, 
d>0 there exist constants A(e)>0, B(e,d)>0, B'(d)>0 such 
that 


(7.1) [g(r cle)|< A(e) exp +(u- er}, 


a Pona lak. exp ((a—e)r [cos (p—qr)|) 
"| gresy > Bd ) exp (Br) 


| Me ip — = il. 


Zn| 2 


Let f(z) be an entire function of exponential type which 
is bounded on the sequence oe Let U be some double-sector 
[2] > 0, p, Sarg 2< Ve, Pił Targ z<Kq++ 1 (Qy<9a). If to every 
d>0 there exist constants Dia) >0, E(d) >0 such that 


(7.3) e< Did RO [gta 


for all ze U satisfying |2—2,|>d, then f(z) is a constant. 


Remark. sin aż is not admissible for g(z) in a theorem of 
this kind, of course. But sin zz , nearly” satisfies the above 
conditions for g(z): take a= x, p= 4x. 


Proof. We suppose that g,=0. In (ii) we shall prove that 
fiz) satisfies an inequality of the form (7.3) (with a fixed E'(d)>0 
instead of /(d)) on every curve C tending to infinity with some 
asymptotic direction #, which avoids the circles |2—2,|<d 
(4>0). In (iii) we shall then prove that f(z) is of zero type 
on the real axis. Finally theorem 4.1 wall yield the desired 
result. 
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For (ii), (iii), (iv) we need the following estimations 

for g (Żn). 

(i) To every e>0 there exist constants C(e)>0, C'>0 
such that for n=1,2,... 
| |g'(zn) | > C(e) exp f(a—e)|z,| - | Gos (arg zn)|), 
| |9'(2n)| > C” exp (8|2n]). 
For let d=+c. a(z)'(2—2") is regular and +0 in |z—2,|<d. 
Hence j 


(7.4) 


[9’(2@n)| => min |g(z)|/d. 
|2—2,|=d 
The result now follows from (7.2). 

(ii). Let C be a curve tending to infinity with some asympto- 
tic direction %, which avoids, for some d>0, the circles 
|z—z,|<d. We determine two curves C,,C, without double- 
points, which do not intersect, which belong to U, avoid the 
circles |2—z,|<d and tend to infinity with asymptotic direc- 
tions 0, Va; VOL, 0,—V, < 2. 

Let R be the infinite closed region (with aperture #,— ù) 
enclosed by Cı, Cz and a sufficiently large circle |z|=r>0. 
We denote the zeros of g(z) in R by w,,w.,..., and for sonie 4, 
|y|< min f8, Z(d)), ne >0, we form 


pa KOE an NCT. 
(7.5) h(z)= g(2) <= g (Wn) (z—Wn) 


h(z) is regular and of exponential type in R by (7.2), (7.1). 
By (7.3) h(z) is bounded on C,, C,. Hence h(z) is bounded in & 
(compare theorem 3.1). Estimating f(z) on C from (7.5) we 
find an inequality of the form (7.3) with || instead of E(d). 
For fixed d, the same |7| can be used for every curve C. 

(iii) Let C4, Ce be two non-inteisecting curves without 
double-points, which for some d>0 avoid the circles |z—z,|< d 
and tend to infinity with asymptotic directions —j2-+y, 
ta—y, 0<y< min (hz, a-18. a*K(d)}. Let K' be the infinite 
closed region (with aperture < x) enclosed by Cf, C2 and a suffi- 
ciently large circle |z|=r. We denote the zeros of f(z) in BR’ 
by ViVa; and we form for some e>0 


K S 


te L n) 68 ŻEJUn 
Te) (2) = a "24 TE, Ne e 
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k(2) is regular and of exponential type in Rf’ by (7.2), (7.4). 
Moreover k(z) is bounded on Ci, Cy (see the definition of y 
and compare (11)). Hence k(z) is bounded in ft’. Now from (7.6), 


AR jC al en eat 


in wi >d. By (7.1), if 6=d(e) is sufficiently small, 
g(2\=0 {|exp į(a+ 2e)z}|} in the sector —ó<argz<6. Hence 
by (7.7), if moreover 0<d<42—y, 


(7.8) f(z) =Qzefef" | 


in —Ô0<arg 2<0, |2—z,| zd. Since f(z) is regular in R’ and d 
can be chosen am the restriction |z—z,|>d can be dropped 
here. In particular 


(7.9) fla) = O(e#*), (x >0), 


that is, f(z) is of zero type on z=x>0. 

In the same way we prove that f(z) is of zero type m 
eS r=), 

(iv) Apply theorem 4.1. 

We have as a corollary of theorem 7.1 


Theorem 7.2. Let {zn} be a sequence of points with the 
property that with z, it also contains —ż,. Let the 2, be 
distributed according to a monotonic function k(8): if 9,,9, are 
points of continuity of k(%), (1/r) times the number of 2, in 
the sector #,<arg 2<d, |z|< 7, tends to £k(%) —k(9,);) if r=>oo. 
Let ð be a point of continuity of k(%). We suppose that X(Ÿ) 
is not a step-function with at most one jump on (@),%)+2). 
Further let for a certain c > 0 and for all positive integers n, m, 


(7.9) |2n—2m| = en — mj. 


Let f(z) be an entire function of exponential type which 
is bounded on the sequence ?2,}. If f(z) is of smaller type than 


Pott 
(7.10) x f [sin (p—8)| dk(9) 
Po 


on some line arg z=q, arg z=Ņ¢+ x, f(z) must be a constant. 
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Remark. There are (non-constant) entire functions which 
are of type (7.10) on every line argź=og, argz=q+a, and 
which are bounded on {z,}: see g(z) defined in (7.11). 

Proof. Define an entire function g(z) by 


(7.11) JUL 2 ah)", (y(0)=1), 


By (7.9) g(z) is an entire function of exponential type. By 
theorem 3.4 it satisfies the conditions of theorem 71: take 
for a the (absolute) minimum of the types of g(z) on the half- 
lines starting at 0, for 6:4a and for g, the argument of one 
of the half-lines where the minimum type is attained. a> 0 by 
the requirements for k(v). 

As f(z) is of smallec type than g{z) on a certain line. f(z) is 
of smaller type than g(z) in a (closed) double-sector containing 
that line (compare cor. 3. 1.5). It now follows from the second 
inequality (3.12) that (7.3) is true for that double-sector. 


Remarks. The function g(z) of theorem 7.1 may for example 
be 2—* sin 74,2 sin TaZ... SİN rise, k>2, not ali arg 4; congruent 
to the modulus x. More generally, g(z) may be tke product 
of k>2 functions of the form considered in theorem 3.3; 
À complex. not all arg A congruent to the modulus z. (Compare 
theorem 2.4 and see also J. KOREVAAR [10] § 5). 

It is possible to prove a result analogous to theorem 7.1 
for the case that f(z) satisfies a more general condition with 
respect to its magnitude on the sequence {čna} 
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SUR LES RACINES CARACTERISTIQUES ET SUR LES 
DIRECTIONS CARACTERISTIQUES DE CERTAINES 
MATRICES 


Par Z. SZMYDTÓWNA (Kraków) 


La note présente a pour but d’indiquer les démonstrations 
algebriques de certains theoremes concernant les matrices dont 
les éléments situés à l’extérieur de la diagonale principale 
sont positifs ou non-négatifs. Plusieurs résultats dus a FROBE- 
NIUS et énoncés pour les matrices d'un type moins général 
seront étendus a ce type de matrices. 


§ 1. 


Une matrice réelle A=||a,|| dont tous les éléments, situés 
à l’éxtérieur de la diagonale principale sont non-négatifs c.-à-d. 


an = 0 lorsque $=EK (t=1,.... R; kk =1,..., n) 


sera dite matrice du type a. 

Une matrice réelle sera dite matrice du type at lorsque 
a, > 0 pour 4 =k. 

En appliquant un théoreéme de M. KAMKE relatif à I'allure 
des intégrales 1) du système d'équations différentielles 


n 


di: 
ti = A Yj (y=T],. cs ME] 
i't > 


i=l 


1) E. Kamke: Zur Theorie der Systeme gewöhnlicher Dijferential- 
gleichungen, Acta Math. T. 58 (p. 748. 8.). 
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dont la matrice des coefficients est du type a ou at, M. Wa- 
ŻEWSKI a obtenu quelques propriétés des racines et des direc- 
tions caractéristiques de ces matrices ?). Voici l’une d'elles: 


Théorème I. La racine caractéristique de la matrice du 
type a dont la partie réelle est Ja plus grande, est réelle. Cette 
racine est simple lorsque la matrice est du type at. 

M. WAZEWSKI a posé le probleme de démontrer ce théoreme 
directement, par une voie algébrique. Or j'ai réussi à le faire, 
en démontrant que ce théorème peut être ramené, par un 
artifice bien simple, à un théorème de FROBENIUS. 

FROBENIUS a considéré des matrices positives (dont tous 
les éléments sont positifs) et des matrices non-régatives (dont 
tous les éléments sont non-négatifs). Il a démontré les théorèmes 
suivants: J’équation caractéristique d'une matrice positive 
possede une racine 7 réelle, positive, simple et dépassant, en 
valeur absolue, toutes les autres racines 3). Chaque matrice 
non-négative possède aussi une racine réelle. La plus grande 
des racines réelles est non-négative et elle n’est pas surpassée 
en valeur absolue par aucune autre racine *). 

Pour la démonstration du tkćoreme I fixons l'attention 
sur une rnatrice arbitraire du type a 


ALI RER: waza. odj. 
Soit m un nombre réel, tel que 
n-+a,>0 pour 4 =1,..., n. 


La matrice A+ mE, ou E désigne la matrice-unite, est non- 
négative. Entre les racines caractéristiques de la matrice À et 
celles de la matrice A+ mF il subsiste la relation suivante: 
C5... 0n étant les racines caractéristiques de la matrice A+ mE 
(elles peuvent être égales entre elles), o,— m,..., a, — m le sont 
pour la matrice À. | 


2) Ces résultats ont été communiqués (oralement) le 19 et 26 février 1946 
au cours d'une séance de la Soc. Pol. de Math. à Cracovie. 

3) G. Frobenius: Uber Matrizen aus positiven Elementen, Berlin 
Sitzb. 1908, p. 471—473 et 1909 p. 515. 

4) G. Frobenius: Uber Matrizen aus positiven Elementen, Berlin 
Sitzb. 1908 p. 475—476. 
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D'après le théorème de FROBENIUS la plus grande racine 
réelle de la matrice A+ mE est non-négative, et comme 
elle possède la plus grande valeur absolue (au sens large), sa 
partie réelle est la plus grande possible. Il n'est pas exclu 
qu'elle soit multiple. En la désignant par r, on voit immé- 
diatement que o=r—m sera une racine caractéristique de la 
matrice A dont la partie réelle est la plus grande. o et 7 sont 
simultanément simples ou multiples. 


§ 2. 


Je passe maintenant aux autres théoremes de M. WazEw- 
SKI démontrés au moyen des considerations puisées dans la 
théorie des équations différentielles. 


Théorème II. Les coordonnées de chaque direction caracté- 
ristique, appartenant à la plus grande racine réelle o de la 
matrice A du type a sont toutes non-négatives ou toutes non- 
positives. Cela veut dire que le systeme 


n 
DZE = 014 WZ) 
k=1 


ne peut posséder aucune solution (7,,...,7,), telle que pour 
une certaine couple d'indices ¢ et 7, on ait 7,7; <0. Dans le cas 
de mat-ices du type ot les coordonnées de la direction caractć- 
ristique en question sont toutes positives ou toutes négatives. 


Théorème III. Les composantes de la direction caracté- 
ristique correspondant à la racine réelle c<p de la matrice 
du type a ne peuvent pas étre toutes positives. 

Or ces théorèmes peuvent aussi étre démontrés par une 
voie algébrique. Il est notamment aisé de remarquer que les 
théorèmes IT et III indiqués par FROBENIUS) pour les matrices 
positives ou non-négatives s'appliquent presque sans aucune 
modification au cas des matrices du type at ou du type a. 


5) G. Frobenius: Uber Matrizen aus positiven Elementen II, Berlin 
Sitzb. 1909, p. 514. 
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M. WAŻEWSKI a prouvé encore un théorème qui n’a pas de 
correspondant parmi les théorèmes de FROBENIUS. Il concerne 
les directions caractéristiques appartenant aux racines essen- 
tiellement complexes de la matrice du type a. Je vais le formuler 
un peu différemment que ne l’a fait M. WAŻEWSKI a savoir 
de façon que ce théoréme englobe aussi le théorème III. 


Théorème IV. Désignons par P et N les ensembles des 
points (Y1:..., Yn) pour lesquels on a respectivement 


yz20 (1—1,..,n) (ensemble P) 
Yı (1=1,..,n) (ensemble N). 


Soit s=o-+ir la racine caractéristique de la matrice A du 
type a, différente de o (où o est la plus grande racine réelle) 
et soient n; = p; + îy; (J]=1,.... n) les coordonnées d’une direction 
caractéristique aui nn M a 8. 

Dans cette hypothèse l’ensemble plan. dont les équations 


varamétriques sont 
(1) Bu + pit (Vy sey M) 


n’a aucun point commun avec l’intérieur de l’ensemble P+ N 5). 
Si la matrice est du type at la partie commune de l’ensemble (1) 
avec P+N se réduit au point (0,...,0) correspondant aux 
valeurs u=v=07). 


Démonstration. Supposons que la matrice A soit du 
type a. Désignons par (6,,..., Ôn) une direction caractéristique 
de la matrice transposée A* (aussi du type a) appartenant 
à la racine o. (Les racines caractéristiques des matrices A et A* 
sont les mêmes). D’après le théorème II 


0,>0 (j=1,...,n) 2 (6? >0 
(2) 


ou bien 6x0 (9=1,..., n) D 0 
j=! 


8) L’équation (1) représente un plan à deux dimensions quand s est 
une racine essentiellement complexe (z--0) et une droite lorsque s est une 
racine róelle. 

7) Nous posons v= 0 lorsque z= 0. 
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On vérifie facilement, en vertu des hypothèses faites sur s 
et o que 


n n 
(3) 2Bód=0 Š vó=0. 
j=1 j=l 


On a done pour chaque couple (w, v) 
= | iu ppv) oj = 0. 
i=1 


J= 


(4) D: Ój "p 
FET 


Les rélations (2) et (4) excluent la possibilité d'existence des 
valeurs (u,v) telles que 
6, =f$,u+y;v>0 pow J=l,...,n 

et telles que ć,=$,u--y;v-<0 pour J=l1,..., n. 
Comme les & ne peuvent devenir a la fois positives ni à la 
fois négatives pour aucune couple de valeurs (u,v) l’ensemble 
répresenté par (1) ne peut done contenir aucun point intérieur 
de l’ensemble P+ N. 

Passons maintenant au cas, où la matrice À est du type at. 
Supposons que l’on ait pour ure couple (w, +) à la fois 
(5) j= pu t+ yjve0 WEP 
ou bien a la fois 
ad) E= Pj M + yy b LU Ma n). 
La matrice A étant du type at on a ou bien a la fois 


>N MZ n) 
ou bien à la fois 
o Om ET 


On voit done que le système de relations (4) et (5), ou (4) et (5’) 
est équivalent à celui de n relations 


E= put y yj0 =U (91,300) 
d'où l’on obtient u = 0 dans le cas d’une racine réelle (car y; — 0 
poun Ee #7 et È )”>0) et u=v=0 lorsque la racine s 


est en La am (car le rang de la matrice 
By, Bn 


Vises Yn 
le théorème IV se trouve ainsi démortré. 


est alors égal a 2). En vertu de la convention ?) 


240 Z. SZMYDTÓWNA 


§ 3. 


Outre les deux théorèmes de FROBENIUS dont les corrélatifs 
pour les matrices du type a ou at sont les théorèmes IT et III, 
il y en a encore plusieurs *), dans les démonstrations desquels 
les signes des éléments situés sur la diagonale principale n 'inter- 
viennent pas. Cette remarque nous fournit de nouveaux théo- 
remes sur les matrices des types a et at. Je me borne à n’en 
indiquer que deux exemples relatifs à des matrices du type af. 


Théorème V*). La plus grande racine caractéristique réelle 
de la matrice A= |a| est la seule racine caractéristique réelle 
de cette matrice supérieure a la plus grande racine réelle de 
l'équation A;(s)=0, ou A(s) désigne le complément algć- 
brique de l’élément du déterminant |s#—A|, appartenant à la 
i-ème ligne et k-eme colonne. 


Théorème VI"). L’équation pP (s)=0 où p” (s) désigne la 
dérivée d'ordre p du polynôme g(s) =|sE—A|, possède une 
racine réelle. La plus grande de ces racines réelles, que nous 
allons désigner par gp est simple. On a.9"""(o,)<0 et pour 
Son AY) (8)>071). Les plus grandes racines réelles des dé- 
rivées successives du polynôme ø(s) forment une suite dé- 
croissante: 

Gp >01 > -- > @p—t- 


8) Voir G. Frobenius, les mémoires cités sous 3). 
8) G. Frobenius: loc. cit. 1908, p. 473. 

10) G. Frobenius: loc. cit. 1909, p. 517. 

11) Cf. la notation du théorème V. 


"UNE DEMONSTRATION DU THEOREME DE FATOU 
Par S. Loyasiewicz (Kraków) 
Notations. Soit A’ le cercle |z| <1, C la circonférence |z|=1 
et K=K 4 C. 


Théorème de Fatou. Toute fonction f(z) holomorphe bornée 
dans K possède en chaque point £, de C, sauf un ensemble 
de mesure nulle, la limite 


E 
(1) lim f(z) pour <->ć, de façon que a zl reste borne. 
z©0, APS 


La démonstration sera appuyée sur deux theoremes connus 
suivants: 


Théoréme de Lebesgue. Toute fonction g(x) définie dans 
l'intervalle <a,b> remplissant la condition § |¢(x,)— 9(,)|< 
<M-|#,—.2,| pour chaque x, et a, ¢<a,b>, où M est une 
constante, possède la dérivée finie w'(x) presque partout dans 


CPE 


Théorème de Schwarz. G étant un domaine symétrique par 
rapport à C, toute fonction u(z) harmonique dans K. G, con- 
tinue dans K-G et nulle sur C. G, peut être prolongée au do- 
maine entier G de façon que w(z)=— u(1/|Z)). 


Lemme I. Toute fonction g(z) holomorphe bornée dans A, 
continue dans K excepté un point ć, de C et continue sur C, 
reste continue dans K (le point ¢, y compris). 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII 16 


249 | S. ŁOJASIEWICZ 


Démonstration. Posons dans À g=u-+iv, u et v étant 
deux fonctions réelles harmoniques dans K. Comme w est con- 
tinue sur C il existe une fonction «* harmonique dans A, con- 
tinue dans À et telle que u*—w sur C. La fonction h=u*—u 
est harmonique dans K, continue dans K excepté le point ty 
et nulle sur C, done en vertu du theoreme de SCHWARZ elle 
peut être prolongée sur un voisinage 0< |z—l,|<e. Mais, h étant 


bornée car u et u* sont bornées, il existe la limite lim A(z), 
2 To 
done u est continue en bọ Pareillement v est continue en čo, 


Oe de 


Lemme II. Soit g(z) une fonction holomorphe dans un 
domaine G possédant une limite finie en un point frontière 6, 
de G et o(z) la distance du point 2 à la frontière de G. Alors 


a— | 
(z— Ë,)-g'(e) +0 pour 2 ->£, de façon que 2 reste borné. 
Démonstration. Posons A =lim g(z), désignons par C, la 


z>ty 
olz) 


circonférence |£—2|=—— et soit n(z)=max |g(6)—A|. Pour 
C 


z 


chaque żeG ona 


et par suite es esi ee SA ce qui entraine la 
these car lim 7(2)=0. 
2 
Démonstration du théorème de Fatou. Soit |f/(2)|< M dans 
K et F(z) une fonction primitive de f(z). Puisque 


(2) | F(a.) —P( a=] fre ) dę |< | |2,—@]- M lorsque 4, et ze ht, 
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la fonction F(z) peut être définie sur C de façon qu’elle reste 
continue dans A; alors l'inégalité (2) subsiste lorsque z, et 
2,eK. En posant g(8)=F(e'*) on a 


| (9) — plO,) |< |e8:— #1 | . Ml 9,—8|- M, 
done d’après le théorème de LEBESGUE la limite finie 


t t 
149, u = Vy 


existe presque partout dans <0,2a>. Soit ð, un nombre tel 
que la limite ,3) existe; posons ”,— 6%, Il suffit de démontrer 
que la limite (1) existe. A cet effet observons que, d’après (3), 
M |m JING) 

> — 9 
tend vers ¢, en restant „ur C. Par suite la fonction g(z) définie 
dans K par les formules 


F(z) —(F,) 


le quotient tend vers une limite finie A lorsque ć 


(4) = poun = eue) rl 


satisfait aux hypotheses du lemme I, done il existe la limite 


(5) lim g(2) =A. 


20, 
Il en résulte d’après le lemme IL que 


|-0—2| 


Er reste borné. 


(6) (z—ć5):g'(2)-—>0 pour z—>ć, de façon que ! 
Mais, d’après (4) on a F(z)=F(C,)+(z—,)-g(z) dans K et 
par suite f(z) =F" (z)=g(z)+ (2—ć6,)-g'(2), done d’après (5) et (6) 
la limite (1) existe, e. q. f. d. 


Remarque. Le lemme I est un cas particulier du théorème 
suivant de LINDELOF!) (la démonstration de ce théoréme 
est simple et n'exige pas la considération des fonctions harmo- 
niques): 


1) E. Lindelöf: Sur un principe général de Vanalyse et ses applica- 
tions à la théorie de la représentation conforme, Acta Soc. Scient. Fennicae, 
tom XLI, No 4, p. 9—-10. 


1G* 
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Soit G l’intérieur d'un contour de Jordan C. Toute fonction 
holomorphe bornée dans G, continue dans G+ C excepté un 
point ć, de C et continue sur C, reste continue dans G+C 
(le point 6, y compris). 

En appliquant ce théoréme on démontre (par la méme 
voie que plus haut) la suivante généralisation du théoréme 
de FATOU: 

Soit C un contour rectifiable de Jordan, G son intérieur 
et o(z) la distance du point z a C. Toute fonction f(z) holo- 
morphe bornée dans G possède en chaque point ¢, de C, 
sauf un ensemble de mesure nulle, la limite lim f(z) lorsque 

2-0, 


loo —2| 


TA 


z—>¢% de façon que le quotient reste borné. 


SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS HOMOGENES 
ET LES SERIES DE TAYLOR DES FONCTIONS 
DE DEUX VARIABLES 


Par F. Lega (Kraków) 


1. Notations. Désignons par S l’espace de deux variables com- 
plexes a et y. Les points de S seront désignés par p,q,r,.... 
l’origine des coordonnées par la lettre o, le point variable dans S 
par u et les coordonnées de u par a, y. 

Soient p et 4 deux points des coordonnées X, Yı et La, Yo 
respectivement ef 2 un nombre complexe quelconque. Je dé- 
signeral par 

2- p 
le point des coordonnées Ax, À, par p-+y le point des coor- 
données 2,+%5, Yit Ya, par p—q le point p+(—1)-q et par pq 
Pexpression 


(1) PY= Ei Yo — Yo). 
La valeur absolue de cette expression 


| pq =} | M2 — Yo | 
sera dite distance triangulaire des point p et q. | 
Observons que |pp|=0 et que la distance |pq| peut s’annuler 
aussi dans le cas où p+-q. Pour qu'on ait |pq|=0 il faut et il 
suffit que les points p et q soient situćs dans un meme plan 
analytique passant par 0; un tel plan est défini par une seule 


ćquation de la forme 
Bx — uy =0 


où a et B sont des nombres complexes ne s’annulant pas en 
méme temps. Par chaque point p=o passe un et un seul plan 
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analytique passant par o. Un point q est situé dans ce dernier 
plan si q=A:p, ou A est un nombre complexe. 
Soit u(t) une fonction définie dans l'intervalle réel 0 =£< 1 


dont les valeurs sont des points de S. Lorsque le point u(t) 
varie continiiment avec t l'équation 


u= Ut), BIEL, 

représente un arc dans l'espace S. Le segment rectilique joignant 

deux points différents p et q peut être représenté par l'équation 

u=p--(4—p)t, O<t<l. 

Soient py,P1,...,9n des points quelconques de S. Formons 

les distances triangulaires |p;pxl, j-+k, et désignons par 
V(Po::::: Pn) le produit 


(2) V(Dos-++) Pn) = [J | Pi Pkl 
0EjJLk<n 
et par POW WH) le produit 
(3) WWO) =e oD J=0,1,...,7. 
(k#j) 


Ces quantités satisfont aux relations 


(4) V(Po: s.y Pn) = ga (Do; oes fim) i V(Po; ce) Dj—1) Pjt15...s Pn), 
j SK), lie. F0 


dont je me servirai dans la suite. 


2. Ecart d’un ensemble!). Soit XÆ un ensemble borné et 
fermé de points de l’espace S et 


(5) Pos Pass Pn 

un système de n--1 points quelconques de #. Formons les 
n+l produits (3) et désignons par 0,„(E) la borne supérieure 
du plus petit de ces produits lorsque n étant fixe les points (5) 
varient dans Æ 


(6) 0,(E) == sup {min 6! (p,,..., pa)) n=1,2,... 
(PREE) (5) 


1) Je rappele les définitions de quelques notions introduites autre- 
fois et quelques résultats antérieurs [Ann. de I Acad. des Sc. Techniques, 
Varsovie, t. 7 (1939—1945), p. 1—9] pour faciliter la lecture du travail 
present. 
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Jl est clair que les bornes 6,(£), 0,(#),... sont nonnégatives 
et finies; on démontre?) qu'elles satisfont aux relations 


(©) 0+„(£) = OE) 0,( y NH et DE .. 


ce qui entraîne l'existence de la limite finie 


n 
0(K)= lim /9,(£) 
n-> 0a 
dite écart de l’ensemble # par rapport a l’origine des coor- 
données. 


L'écart est une fonction nonnegative et monotone d'en- 


semble 
0< Of) <0(K') si LC". 


On constate aisément qu'il ne change pas lorsqu'on fait rôtir 
E autour de l'origine des coordonnées 3). Observons encore 
que, si Æ est contenu dans un seul plan analytique passant 
par 0, tous les produits (3) s’annulent, done O(E)—0. Pareille- 
ment 6(#)=0 si Æ est dénombrable 4) ou si HL est contenu 
dans une infinité dénombrable des plans analytiques passant 
par o. Neanmoins: 

QE) est positif lorsque E contient un are C arbitrairement 
petit ne passant pas pw o- et joignant deux points p et q de di- 
stance triangulaire positive. 

En effet, supposons d’abord que C se réduise au segment 
rectiligne 

u=p+iq—p)-t, 0V<t<l, 


et désignons ce segnent par I. Les points 


é k 
(8) P= Por Piss) Pa— 4) ou PA=P--(4—P)_ 
partagent I en n segments ćgaux et on a 


nh 
|pipul= li U 
n 
2) V. ce journal t. 12 (année 1933), p. 29—34. 
3) La rotation étant définie par les formules: w = %cos a — y sin q, 
y" =asina--ycosa, où a est un nombre complexe quelconque. 
4. Comme le diamètre transfini de E introduit par M. Fekete [Math. 
Z. t. 32 (1930), p. 108—114]. 
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d’où il résulte que 
WP por p) = it 02A, 


N 


Puisque k! >et. k*t d'après la formule de STIRLING et que 
par suite 


3! (n —3)! >e H (n — jy > cf) 
on a 
Eine tp, Dal > í z) 
(i) e 
done lécart de I n’est pas plus petit que le nombre positif 
|pq|: 2e 5) 

Lorsque l’arc C est quelconque (mais ne passant pas par 0) 
observons qu’il rencontre chaque plan analytique passant par o 
et par un point quelconque de I. Soit pz le point commun 
(ou un de ces points s’il y en a plusieurs) de larc C et du plan 
analytique passant par o et par le point p, du système (8). 
On peut représenter p} par le produit 


Pr= À» Pk 

où A, est un nombre complexe. Le module de 4, surpasse 
un nombre positif c ne dépendant ni de n ni de k, ce qui re- 
sulte du fait que C ne passe pas par o, donc 

4 , a a 2 e 

[Pr Pr|= |4] | 4a] [Pipe] =O - | pj Pe 

pour jet k=0,1,...,n. Cette inégalité prouve que 0,(C)>c?- 9,(T) 
et par suite 


HC) > ce. [Pd => Or 


Ye 


Remarques. 1. Quel que soit £ on a 
(9) O(E) LY0,(E) DOUTER 
car d’après (7) on a pour k=1,,.. d„(E) <[0,(E) done 


kn 
VOOr E) - VOE E) 


et, lorsque k-—>oo, le premier membre tend vers 6(£). 


5) La valeur précise de #4(1') est égal a }-| pq]. 
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2, Désignons par M le maximum des modules des coor- 
données x,y de tous les points de E, par V, le domaine 
(|lr|<o, |y|<e}, où o>0, et posons 


E = Co + P, 4 
où €, est la partie de # contenue dans J’, et E,—E£E—+,. Je 
dis que 


() jy 
(10) DE) = 0( £5) lorsque 0 < - R 


M 


En effet, soit 44041; ---+4n; UN système de n--] points de E 


pour lequel 0,(K4)= min OP (do. sn). Un tel système existe 
(j) 
car E est compact. Tous les points de ce système appartiennent 


a HM, car si, par exemple, 4, appartenait à e, on aurait, en dé- 
signant par £r, y, les Coordonnées de gz, 


|do Mk | =4 | Lo YR— YoTk| <S 2°92 OE) 


done 6 (doy -.- 9n) <[0(B)]” et par suite 


Von) (E) < ea (Gn. + .Qn) < OLE 


ce qui est incompatible avec l’inégalité (9). On voit done que: 

La partie de E contenue dans le voisinage suffisamment 
petit de l'origine des coordonnées n'a aucune influence sur la 
grandeur de l'écart Of). 


3. Une suite de fonctions extrémales. Supposons que, quel 
que soit n=1,2,.... l'ensemble Æ contienne un système de 
n--1l points 
(11) Dat ON Dr pour lesquels |p;pa|>0 si j +k 


et soient £r, Ypg les Coordonnées du point p, pour k=0,1,..., n 
et x,y celles du point variable u. Les n-+1 produits 


at DE | UPr paien | 
(11') TÓ(u;py,..., Dn) = -Iie Ize a o Ob 


(Ej) (EE) 


sont des polynomes homogenes des variables r et y. 
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Désignons par T„(u;l4) la borne inférieure du plus grand 
des modules | TP (u; po, --.,Pn)|, J=0,1,-.., n, lorsque —le point u 
et le nombre n étant fixes — les points (11) varient dans KH 


(12) Tal; E) = inf pnax | F(u DoS POR "ERZE 
Di J 


Lorsque l’ensemble E est fixé, la borne T,„(u,E) sera désignée 
plus brièvement par 

Talu). 
C'est une fonction nonnégative définie dans l’espace entier 5S. 


Il est évident que T,(u)—0 au point u=o pour n=1,?, 
Lorsque u+ọ0 on a 
Tau) >0 pourei= 142% 


car, quel que soit le point u des coordonnées v, ¥, On a 


gy ZY m Nr TO) (65 Dos «+65 Dn) pour k =0,1,...,” 
j=0 
done, si l’on désigne par M le maximum des modules |a;|, |y;| 
des coordonnées de tous les points de KE on awa 


lay" |< (n+1) M”. m: 
D 


"abs Pos. 00) LE (ppl ere): 


En faisant varier les points py, Py,..., Pn dans E on en déduit 
les inégalités 


(13) lay” |< (n +1) MT (0), k==0,1,...,n, 


et celles-ci prouvent que Talu) est positif si u=0. — Je dis que: 
Les fonctions cxtremales (12) satisfont quel que soit u aux 
inégalités 


(14) Ppl) zT,(u):I,(«u) pour u et v=1,2,... 


Démonstration. Soit u un point fixe quelconque de 
l'espace S et u et v deux nombres naturels fixes. À chaque 
e>0 on peut faire correspondre un système de u+v-+1 points 
de # 


(19) os 5 Qus Lotto es Ju 
tels qu’on ait 


(16) T p+ u) > HT EA (05 dors Gutv)|—e. 
J) 
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Formons le produit V (u, qi, Gig) --- » qip), Où les points gu, dia; --- s Qi, 
appartiennent au systeme (15), et cherchons son maximum 
lorsque (w étant toujours fixe) les points qi,,qi; :..,4i, parcou- 
rent le systeme (15). On peut supposer que ce maximum soit 
égal au produit V(uw,qur1,...,Qu+,) done on a, en particulier, 


(1 1) V («, ESTEE duty) = F(u, Vis Vets --* > QR—1; Qk+1)***: (a) 


pour J=0,1,...,u et k=n-l, n+2,...,u+-7v. 

Désignons par (u; Pi, Pos... Pn) le produit |up,|:|up>|...|Upn| 
ou les p, sont des points quelconques. Dans cette notation 
le produit 0(p;; Do...) Dj—15 Pjtity+-+) Pn) est égal au produit (3). 
En tenant compte des relations (4) on déduit de (17) l'inégalité 


(u; Gu+isr..s duty») sA Olu; Qj, Gutls-++>Va—15 k+, duty) 
Olji Yeas es TR Depry es atv) | Olki Guise. Qui duo) | 
qui entraine la suivante 
Din. EN O 
Fes (U5 y; Qus- s dur) |= |1 (105 dj, futis eee qu+»)|- 


La dernière inégalité a lieu pour chaque 7=0,1,..., u et chaque 
k=j, u+1, u--2,...,u-|-v et comme 


: (Rk ~ |) 
LL ko (905 qi, Guti Qut) 2 Tsu) 
On a 
(13) ae U; Qjs du s Gute) | Z TC) Pa eee 


Observons maintenant que quel, que soit 7=9,1,..., u, on 
a l'égalité i 

TA (a; go, E E IRA go). PA Tu qques. 9143) 
done d’après (16) et (18) 

Tu»(4) |B (a Gos--+ In) | Tu) —e, POUND, Bora, W 


et par suite 


Tru) 2 {max |1 (u; Go.» Ga) |}: Plu)-—e > Talte) Tifu e 
(J) 


ce qui entraîne l'inégalité (14) car e est arbitrairement petit. 


WW 
Ci 
bo 
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4. Une fonction limite liée à l’ensemble. Les fonctions 
extrémales (12) jouissent de la propriété suivante: 


n 
Si Vecart O(E) est positif la suite (V( Trat; E)} tend en chaque 
point de Vespace S vers une limite finite 


n 
(19) Uu = MO VT E). 
11->00 

Démonstration. Au point w=o la limite (19) existe et 
on a t(o;£)=0 car Talo; E)=0 pour n=l,2,.... Lorsque u +o 
on a vu que 7,(u;f#) >0 donc l'existence de la limite (19), 
finie ou infinie, résulte des inćgalitćs (14) et du lemme connu 
suivant: 

Si une suite de nombres positifs a;,a,,d3.... remplit les con- 


n 
ditions: Aup aui ln pour w et v=l,2,..., la snite Van} tend 
vers une limite finie ou infin'e. 

Il reste à prouver que la limite (19) est finie quel que soit u. 
Pour ce but désignons par A(w,E)—/A(u) la borne supérieure 
des distances triangulaires | up | lorsque u étant fixe le point p 
parcourt E et soit £q5, Giy---) Inf UN Systeme de n +1 points de E 
pour lesquels 

min 69 (go, ..., In) = OB). 


(J) 
D’après (12) on a 
: | - uqr | _[A(u)]|7 
Pau; E) < max — | L——— 
ae (i) Il Pe O,( 2) 
(k==j) 
done d'apres (9) 
4 7 oar =; A> A(t) ; 
(20) VT (0; B) < AE) WZA CE: 


ce qui prouve que la limite (19) est finie. 


Remarquel. Appelons frontière de Æ par rapport au point o 
et dćsignons par 
Ja 


le sousensenble de K ne contenant que tous ceux des points 
pe qui sont différents du point o et tels qu'aucun point 4:5, 
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où peH et À est un nombre complexe de module |/| >1, 
n'appartient a Æ. 
Observons que si l’on remplace dans les produits 


60(q;--- Pu) = [erat | J Por.. sea JĄ 


k=0 
(kÆj) 


le point p,, ou O< v=, par le point A-p,, ou A est un nombre 
complexe différent de zéro, alors: 


Upa | 
Dj Pr | 


10 6 (p,,..-) Pn) se multiplie par |4|7 lorsque j =» et par |A] 
lorsque j#7», 

20 | Tu; po; ---; Pn)| se multiplie par | 2|-7 lorsque j=» et il 
ne change pas lorsque j=». 

En tenant compte de ces propriétés on constate que les 
bornes (6) et (12) ne changent pas lorsqu'on remplace Pen- 
semble E par le sousensemble E? de £ et par suite 


0,(E)=6,(E°) et Talu; E) = Talt; Ev) pour n=1,2,.. 


20 
ce qui prouve que 
0(E)=0(F0) et t(u;E) =t(u; FE). 


Remarque 2. Lorsque 0(4)=0 la limite (19) ne cesse 
pas exister car les inégalités (14) restent vraies, mais dans ce 
cas la limite (19) peut être infinie en dehors de E. 

En effet, désignons par ó(u,E)=ó(u) la distance triangu- 
laire du point u a l’ensemble E, c’est-à-dire la borne inférieure 
des distances |up| lorsque p parcourt E, et soit u, un point 
de E pour lequel ó(%,) > 0. Il est clair que ugo done T>(u,) >0 
pour n=l,2,... et par suite il existe un systeme de points 
{doqiq} de E pour lesquels 


Tu) > max | TP luo; dos. Qu) |}: 
J 


Puisque |Uogr| = (uo) pour k=0,1,...,n et que 


A Un ¢ n 
max | TP u > q dn) = max TI 0 lk |= en loto) à z 
i a OCH n GW) | 
Vj) (D) 17 dk min 0 (dg; «<=; Gz) 
(kj) (3) 


min 6 (qo, Tr Sy) < OaE), 
(D 
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on a Tu) z[0(u4)]7:20,(K) done, étant lim VO,(E)— 0, on voit 
n— 00 
que 


us E) =lim V T,(u,; K) = co. 


n=>oQa 


5. Quelques propriétés de la fonction t(u; Æ). Supposons 
que 0(K)>0 donc t(u;K) est fini quel que soit u. Il est clair 
que 

iw, E) <S t(u; E’) ST DIO A 
Lorsque EF est fixé la fonction t(u; E) sera désignée plus brie- 
vement par é(u) ou par t(x,y). Je dis que: 


10 tu) =O sir ou) 20 Sie ato at 
iat) <1 si ue. 


En effete A= Moar 77 0)=—0' pour n=>1, 2,...*D'apres (13) 
on a quel que soit u 


> AGI 1 ly |” 
7 U = s LE H, = . K 3 =. Papy 
Trt) >- | z et 7',(%) (seg, Ta n=) 
done 


en = à =] 


et par suite t(w)> 0 si & +0. 


Lorsque we choisissons dans Æ un système de n+1 
points Dos Pisces Pn, OÙ Po 4 et |p;pu|>0 pour j +4. Alors 


DONNE 21 et TP u; Dos. Pn) =0 Si 7 >0 
done T{u)}<1 pour n=1],2,... et par suite t(w)<1. 


20 La fonction Uu)=t(v,y) est homogène du degre 1, c'est- 
a-dire 


(22) ay EE ay 
où À est un nombre complere quelconque. 


En effet, il suit de la formule (11’) que 


TP (Ras Mesa UE) E PU; Die ANDR) bouts 1041" 


bo 
GI 
am 
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done 
T (Aw) Tl à [2 nlt) 


et par suite t(2u)=|ż]|- tu). 
30 Quels que soient x et y on a 


M 


e3 ple + ly) <tr) <> gy (lel + ly) 


GE ) 
où M est Le maximum dce modules des coordonnées de tous les 
points de E. 


Démonstration. La prómiere des inégalités (23) resulte 
de (21). Soit £q,.4,.--,dn; UR système de n-+1 points de E 
pour lequel 

tu 6 (0... In) = Onl E). 
J 


En désignant par «ry, yz les coordonnées de q, on a 


A (| 
Pd | = Zey yrr] < (Jar |] yf) 
done 
[| "dk | 
Tau) < max M(\ x |y | Ni zm M 
w (J) II qi dk <| Ma J min taste) 
ie T) (ÿ) 
et par suite | | 
Palu): Mi|»|--|y|)|* ho» 
à 2 OnE) 


ce qui entraîne la seconde des inégalités (23). 

Il résulte de (23) que t(u) tend vers zéro lorsque u tend 
vers l’origine des coordonnées et que t(u) augmente indéfini- 
ment lorsque u tend vers l'infini. 


40 Lorsque E est contenu dans une hypersurtace definie par 
l'équation 
(21) 19(%,y)| = 6, 
où Q(x,y) =Q) est un polynome homogène quelconque et c une 
constante positive, alors 


u SFR en chaque point de E. 
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En effet, d’après 1° on a ł(u)=l dans E. Soit k le degré 
du polynome Ql(a,yj; n=kv.pour*v=1,2,.. eb Po; Dr, Dai 
un système de points de #. On a identiquement 


[QUT = ZTOpDT + Tu Por- Pa) 
jŹ 
d’où Von déduit, en faisant varier les points p, dans Æ, 


|Q(u)| <(n--1)-c' - Talt) 


done en chaque point de lhypersurface (24) on a 


Talt) > et WUT. 


Par suite t(u)=l1 dans EB. 
6. Polynomes fondamentaux. Soit 
(25) tr 
un système de n+1 points de Æ remplissant la condition: 
(26) AERO EE ei 


pour chaque système {po. D, Pnl el. 
Supposons que les indices des points (25) soient choisis 
de manière qu'on ait 


0 = All 
(27) DORA ae in, le Oe Ta] 


et formons les polynomes 


(28) Pe Me), j—=0,1,..,n. 
Je dis que 
(29) | TP ee poje 1 pour wel, i=0,1,...,7. 


Fn effet, dans le cas contraire il existerait un indice 
j==y» et un point r,eFE pour lequel RE om et 
par suite 

n n 
[liisa > [oral 
k=0 hk—0 


(kv) (k-Ev) 
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En multipliant cette inégalité par le produit V (ros... v—1, v42 3n) 
on en dćduirait l'inégalité 


JAUNE, ss lui; lo; DESTET l'a) >F (To coo g a) 
incompatible avec l'hypothèse (26). 
Les points (25) remplissant la condition (26) seront dits 
points extrémaux de l’ordre n de l'ensemble E. Leurs position 
dans # dépend naturellement de n £). Parmi les polynomes (28) 


celui d'indice j= 0 sera dit n-ième polynome fondamental appar- 
tenant à E et désigné plus brièvement par //,,(w) ou par [7,(a, y) 


(30) Tu= LO (U5 4.95 00657) eee 


Désignons encore par ó(u, E) =ó(u) la borne inférieure 
et par A(u,#) = Alu) la borne supérieure des distances tbri- 
angulaires |up| lorsque p parcourt E. 

Les polynomes fondamentaux jouissent de la proprićtć 
suivante: 


n 


Il existe la limite lim V| Tau) en chaque point u de l'espace S 


n->00 


dont la distance 6(u,E) est positive et on a 


(31) lim /77,(u) =t (2). 
n=>oo 
Démonstration. Soit u un point fixe quelconque de S 
et m=m(u) celui des indices j=0.1,..., n pour lequel 
| Pt; Fg, Ta) = max | TP (u; 75, ..., le 
(j) 
Je dis que: 


(32) Talt): - <|IT(u)| << (m+ 1) Lala). 


La premiere de ces deux inégalités résulte immédiate- 
ment de l'identité 


m UY gm) Pages 0 
TX (u; NAWA Tn)* waż ów sal = | T' (u; TE; fn) |, 
UT gl 1G; Ta) 
0 0 eee 9 n 
6) Il est clair qu’à chaque n correspond au moins un système - de 
points extrémaux de l’ordre n. 
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car 00 <0™ et Talu) = Bu CAA Pour prouver la se- 
conde observons que, si e > 0, il existe dans F un système de 
n+l points qoy, 41,--->Qn pour lequel 


(33) max | TP (a; Gore. > In) <Ta(u)-re. 
(J) 


D'apres la formule d'interpolation de Lagrange on a 


dk, (4) => [Ta PAP aai w; > Woo: -s dn) 
pone, étant |//,(4,) <1 pour j=0,1,...,n, on a 


|Z7,(u)| < (m1) : na | Tu; foss In) | < (n +1) Talu) + el, 
J 


ce qui entraîne linégalité en question car e est arbitrairement 
petit. La proposition (31) résulte immédiatement de (19) et (32). 

Observons que la condition d(u,H)>0 n’est pas néces- 
saire pour la validité de la formule (31). Il est évident que, 
si ó(u,E)=0 mais il existe un nombre u>0 tel qu’on ait 


jurm > 5 pour une infinité des valeurs de n, la formule (31) 
découle de (32). Plus généralement, la formule (31) reste vraie si 


n 


lim supf|urm|=17). 
n->ca 


Observons encore que les modules de tous les polynomes 
(28), comme celui de Malu), ne surpassent pas (n--1) T„(u) 
et par suite 


(34) Talt) : SY] pr ED Gee hn) RE D) PME) 


“=o 


Tl en résulte que 


n 


(35) lim E TO (u: EE) SEC) pour chaque u eÑ. 
n->co 


7) On sait que la position du point rm dépend de n et de u. 


FONCTIONS HOMOGÈNES 259 


4. Probleme de continuité. Le problème de continuité 
de la fonction t(u;K)=t(u) ne semble pas être simple. Voici 
quelques résultats partiels concernant ce problème. 

Partageons l’espace S en trois ensembles disjoints 


S—{0} + 8, + Si 
dont l’ensemble {0} contient le seul point o, S, contient les 
points «+0 dont la distance triangulaire 0(u,E) à l’ensemble E 
est égale à zéro et S,—S—{o}—S,. Je dis que: 

1° t(u) est continu au point o. 

En effet, il suit des linegalitćs (23) que limt(u)=0 
et on a vu plus haut que t(0)=0. es 

20 t(x) est continu dans Vensembie K. 

En effet, observons que S, est un ensemble ouvert dans 
l’espace S à 4 dimensions 8) et que les polynomes fondamen- 
taux /I„(u)=ll„(v,y), n=1,2,... ne sannulent pas dans A. 
Par suite les fonctions de deux variables complexes x et y 


n 


(36) VIT. (x, 4) ; n =1,2,... 


sont analytiques dans le voisinage de chaque point de §,. 
Dans chaque domaine borné DCS, la suite (36) est uni- 
formément bornée car, d’après (20) et (32), on 9 


VT, (u)| < A rm 1-5 


ou A(w) en dépasse pas dans D un nombre positif. Il s'ensuit 
que la convergence (31) est .uniforme dans le voisinage de 
chaque point de 5, et par suite la fontion limite t(u) est con- 
tinue dans $,.. 


30 Passons à l’ensemble S, et supposons que le point o 
reste en dehors de E. Alors chaque point ueS, peut être 
représenté par le produit 

U=1-UW 
où À est un nombre complexe et up est un point de L. 


8) Car S, est l’ensemble de points de S en lesquels ó(u, E) > 0 et 
la fonction 6(u, E) est continue dans S. Observons que si E contient l’ori- 
gine des coordonnées, l’ensemble 4S; est vide. 
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Observons que, si la fonction t(u) est continue en un 
point «,, elle reste continue en chaque point A:w%, car, si 


lim t(u)=t(u5g), on a 
UUy 


lim (u) = lim é(2u) = À: lim t(u) = 2- t(x) = (AU). 
u->Aug u->uv u->uv 


Il s’ensuit que: 


t(u) est continu dans Sa sa est continu dans E; il suffit 
même que t(u) soit continu sur la frontière E de E. 

Je vais maintenant prouver que: 

La fonction t(u) est semi-continue inferieurement en chaque 


point u, de l’espace S, c'est-à-dire à chaque e>0 correspond un 
voisinage V = V(ug,e) de u, tel que 


t(u) > tlg) — E pour ueV. 


Démonstration. Soit {7,,7:,...,7,} un système de points 
extrémaux de l’ordre n de Æ. La somme 
D — SIT: r 
(u) >2 | ETA) 
j= 
est une fonction continue du point u et on a d’après (34) 


1 
a mms 1 | 
(n +1)? Drt) < Tau) Z Dal). 


D'autre part, d’après (14) 


Te REC T ep otek 12,15% ee 


“29 


done 


kn n 


VTi) >V Tu) 


d'où l’on déduit, en faisant tendre k vers l'infini, 


Wu) >V Talt) Dour? =. 
et par suite 
n 1 
t(u) > Cn Drt), OÙ c = — À n = 1,2,... 
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Soit u, un point quelconque de S. Puisque 


n 


tu) > Cn VDnlto) + CnVOn( 4) c Plug); n=1,2,..., 


et que d’après (35) lime, VD,,( 209) = t( U9) car ¢,—1, il existe un 
n->co 


nombre N= N(e) tel que 


N 
— E 
cy VOn( 40) = ee 


done, quel que soit u, on a 


: Naa M 
(u) > Mu) — 5 + ew [VEn — VP ruo) ] 


N 
D'autre part, la fonction V@yiu) étant continue au point 
u=u, il existe un voisinage F=V(u,,e) de u, tel que 


N N 
CN [V2,,() —Vaxy(u,) | > = pour weV 


donc t(u) >t(ug)—e pour weV, c.q.f. d. 


8. Probleme de continuitć (suite). Considórons dans l'espace 
S un arc quelconque C défini par l’équation 


(31) u= u(t), OST 


désignons le point u(t) de C plus brièvement par u, et suppo- 
sons que la distance triangulaire |u,u,| soit positive. La dis- 
tance |uç,u,| varie continûment avec t donc à chaque nombre 
positif u<1 correspond au moins un point u =u, de C satis- 
faisant à l'équation 

M GI=pm"l où l= |t o ul. 


Le point de C (ou un de ces points s’il y en a plusieurs) 
satisfaisant à cette équation et le plus éloigné de l’origine des 
coordonnées sera désigné par 


4 
Vu. 


On constate aisément que si l'are © se réduit au segment 
rectiligne 
U= Ue -- (464, — Uo) t; 0<t<l, 
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alors vu=uu et |vuvw|=(u —u)-l pour 0<u<u'<1. Mais, 
lorsque l’are (37) est. quelconque la dernière égalité n’est pas 
en général vraje et les trois cas 

222 = (U —u) -l 
sont possibles. 


Je dirai que Varc (37) remplit en son point u, la „condi- 
tion A“, si a chaque 7 > 0 on peut faire correspondre une partie 
Ca de C définie par l'équation 


(38) P> O<t<a, où 0<a<l, 
telle que |u,u.|=d>0 et que, si l’on désigne par vy le point 
de l’are (38) le plus éloigné de l'origine des coordonnćes rem- 
plissant la condition [u,v,|=u-d, on a quels que soient u et u 
(39) Wa Tw |Z(U' — u): d- (1—n), où OLu<u' <I. 

Ceci posé, soit u, un point de E° done t(u,)<1. Je dis que: 


St t(up)=1 et si FE? contient un are (37) passant par w, 
et remplissant en ce point la condition A, alors la fonction t(u) 
est semi-continue supérieuremcnt au point Uo, C'est-à-dire, quel 
que soit e>0, on a 


(40) t(u) £t(ug) tE 
dans un voisinage de tto. 


Démonstration. Soit (38) la partie de l’are (37) dans 
laquelle la condition (39) est remplie. Désignons par 


9 


cat 


gx le point v, correspondant a je =>, OÙ m=0) ISS 
par £r, Yk les coordonnées de qk et par 6 (a) le produit 
n 
6 (4) = [] | ugl. 
k=0 
(k=Fj) 
Désignons encore par V, le voisinage 

Ve={lz—a|\<e, |Y—Yol <9}, o> 0, 


du point 49=9, et soit ô un nombre positif quelconque. 
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É tant 
UQR= $ (LYk — YER) = F (Lo YR— Yo Vr) + SX — Lo) Yr — (Y — Yo) tk] 


on à |uqe|< | do de] +4|(@ — wojyk — (y — Yo) &:| done lorsque 
ueVo 


| uqz| < 0-6. 


ou ô dépend de o et tend vers zéro avec g. Posons a?=46/ 
On aura 


(41) 07 (u) < TE a+) < NG te), == ee 
ep 
pour weVo, où a= V5, tend vers zéro avec o. 


D'autre part, d’après (39) on a 


k? 
1d; dk| > JA d(l—n) pour 7 et s=0,1,..., n, 


done 
Og) = T aral > 1 n)" Ty; 
ea) 
où l’on a posé 
n 
; |k? — 5? | 
YS II n? e” 
— 1 
(k==j) 


Lorsque 7>1 on à 


(42) 004) > Hdr(1— y)” wsk -= pour j=.0,1,..., R. 


k=1 
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Observons maintenant que EDO egg wiar) |=07(u) : 0 (q;) 
done 


( i 4 n* : 
UT OST Gn) |< qpa” /} ye? J]=0,1,...,%, 
k=1 —S 
N 
et par suite 
n ) 
(43) VT u) < - y2 enle) 
i= 
où lon a posé 
„2 
n = -|- ae 
cd) 2.1 es 
n k? 
k=1 "W 


n° 


Lorsque 2—>oo la dernière somme tend vers la limite 


{2 
0 
et, comme 
12 l- a? tr 
log a <2 log ; pour 0< t<1, 
on a 
1 
W: 1 ine 
a(a) <2 f log ES dt = 2 log aa 
: 1 
0 


donc le second membre de l'inégalité (43) tend vers une limite 
ne depassant pas 
IŻ: MPE aa à 


RS a” 


Par conséquent, à chaque e>0 correspond un nombre 
N(e) tel que, quel que soit efF',, on a 


(1-- a) ra]? | 
SEE") || M 


VT,(u) < = | = > pour n>N(e). 
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Le premier terme du second membre de cette inégalité 
tend vers 1 lorsque 7—-0 et a =Vó/d—>0. Les quantités 7 > 0 
et a>0 sont arbitrairement petits car 7 est quelconque et 
0>0 est arbitrairement petit pourvu que o > 0 soit suffisam- 
ment petit, done lorsque o=o(e) est suffisamment petit on a 


VT,„(u) <1+ e pour ueV,, n>N(e) 
et par suite ((u)<1l+e=Uu,) +e pour weVo, c.q.£.d. 

Il résulte immédiatement des deux théorèmes précédents 
(p. 260 et 262) que: 

t(u) est continu en chaque point u, de E? en lequel t(u)—1 
lorsque par ug passe un arc appartenant à E et remplissant en ug 
la condition A. 

On a vu plus haut (§ 5) que t(u)—1 dans E€ lorsque E 
est contenu dans une hypersurface |Q(u)|=c>0, où Q(u) est 
un polynome homogène par rapport aux coordonnées de u. Il 
en suit d'apres ce qui prócede que: 

t(u) est continu dans l’espace K tout entier lorsque E est 
une somme des ares remplissant la condition À et contenus 
dans une hypersurface |Q(u)|=c>0. 

Dans le cas, où E est un are ne remplissant pas en chacun 
de ses points la condition A, la fonction t(u;E) peut avoir 
des points de discontinuité. Voici l’exemple d’une telle 
fonction: 

Désignons par I` le segment rectiligne 


U = Ugo + (Uy — Uo)t, Oat ell, 


joignant deux points u, et w, de distance triangulaire positive 
et par T, le segment rectiligne joignant le point u, au point 
2-u, et soit Æ la somme 


(44) H=I+7,. 
Or, la fonction t(u; E) est discontinue au point 2-%,. 


En effet, d’après le théorème précédent la fonction I/(u;l') 
est continue quel que soit u. D'autre part, on peut prouver que 


t(u; KE) =t(u;l') 
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partout à l'exception des points u= À- ttg, où 0<|A|<oo, et que 
t( 2u; E)=1 tandis que t(2u,;1)=2 donc la fonction t(u;E) 
ct di-cortinue au point u = 2p. 

Observons que la somme (44) est un arc ne remplissant 
pas au point 24, la condition A. 


9. Application des fonctions t(u; E). Les fonctions 
t(u; E) = t(u) 


jouissent d'une propriété extrémale par rapport a l’ensemble 
de polynomes homogenes 


Pia, W) = dod" + Gp y En E oo LU", NM (ML 


où les ay sont des nombres complexes quelconques. Voici 
cette propriété: 

SŁ une suite {P,(a,y)} est uniformément bornée dans un 
ensemble E d'écart positif on a en charque point de l’espace S 


ni 


(45) lim sup||P,(a, y)| < tæ. y)=t(a, y; E). 
n->00 


Démonstration. Désignons P,{x,y) plus bievement par 
P,(u) et soit A un nombre positif tel qu'on ait 


PME pou) udk „m OF 1 ee 


Soit u un point fixe quelconque de S. A chaque e>0 
correspond un système de »+1 points go, qy)...-Gn de Æ pour 
lesquels 

ea | EU RW Qn)| SĄ T,(uj J E. 
J 


D’après la formule d'interpolation de Lagrange on a 


donc 


| Pl] LA ST (U5 Go ee; Qn)| (+1) HK [Lal ee) + €] 
j= 
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et comme e est arbitrairement petit 
|Pn(u)|<(m +1)K -T(u) 


d’où l’on déduit l'inégalité (45). 
Observons que la série de Taylor d’une fonction f(a,y) 


OO 


(46) 560,9) =f(0,0) + >’ (0,0) + f4(0,0)-9] 
n=l 


oo 
est une série de la forme ò P,(a,y), où les P,{x,y) sont des 
polynomes homogénes: š 


[ERGs LO Ga Iy buy = > (on 
De Log t= Eu) 0 


La connaissance des fonctions t(u;E) permet de résoudre 
le problème suivant: Quel est le plus grand domaine D(E) 
dans lequel chaque série (46) converge lorsqu'elle converge, 
où si elle est hornée, uniformément dans un ensemble £? 

ll résulte presque immédiatement du théorème précédant 
que le domaine D(H) contient l’intérieur de l’ensemble de 
points définis par l'inégalité | 


t(u;zE) £<1. 


Désignons cet intérieur par A(#), done D(E)D AE). 
D'autre part, D(E) ne peut pas être plus grand que A(E) 
car la sćrie 


oa 


v1 
D lide), 


1 


où les //,(u) sont des polynomes fondamentaux appartenant 
a E, converge dans Æ et possède des points de divergence 
dans le voisinage de chaque point extérieur a A(Æ); donc 
DEP AE); 

Remarquons que le domaine 4(£) est connexe et con- 
tient toujours l’origine des coordonnées. 
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10. Problemes A rósoudre. Les recherches faites dans les 
paragraphes 8 et 9 sur la continuité des fonctions t(u; E) ne 
sont pas completes. 

II reste encore a examiner la continuité de t(u;E) en un 
point u, de £? en lequel t(u; E) <1 ou bien par lequel ne passe 
aucun are remplissant la condition A et contenu dans Æ. 
Il reste aussi a examiner le cas où l’origine des coordonnées 
est le point d’accumulation de la frontière E° de # et, plus 
généralement, le rôle que joue dans la construction de la fonc- 
tion t(u;E) la partie de E contenue dans le voisinage suffi- 
samment petit de l’origine des coordonnées. 
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CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES RESTES CUBIQUES 


Par W. SIERPINSKI (Warszawa) 


Le but de cette Note est de déterminer tous les nombres 
naturels m>1, tels que tout entier est un reste cubique pour 
le module m (c’est-à-dire qu’il existe pour tout entier æ un 
entier y, tel que x = y? (mod m)). 

Je démontrerai que pour que le nombre naturel m>1 soit 
tel que tout entier est un reste cubique pour le module m, il faut 
et il suffit que m soit un produit de nombres premiers distincts 
dont aucun nest pas de la forme 3k +1 (le nobre de facteurs 
premiers de m se pouvant aussi réduire a un). 

Je prouverai même un théorème plus général que voici: 


Théorème. Soit q un nombre premier et m un nombre natu- 
rel >1. Pour qu'il existe pour tout entier x un entier y, tel que 
x = y1 (mod m), il faut et il suffit que m soit un produit de nombres 
premiers distincts dont aucun west pas de la forme qk +1. 

Démonstration. Supposons que le nombre naturel m >1 
n’est pas un produit de nombres premiers distincts. Il existe 
alors un nombre premier p et un nombre naturel l, tels que 
m = p°l, et, pour w=plona0<r<m et wa = pl = mpl! = 0 
(mod m). 

Les restes mod m des nombres 09, 19, 24,..., (m—1)% ne sont 
pas donc tous distincts, ce qui devrait évidemment être s’il 
existerait pour tout entier x un entier y, tel que x =y (mod m). 
Le nombre m doit donc être un produit de facteurs premiers 
distincts. 
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Sil existerait entre les facteurs premiers du nombre m un 
de la forme p=qk-+1, on aurait k=(p—1):q<p—1 et, en 
désignant par g une racine primitive du module p, on aurait 
g*==1(mod p), d’où, pour m=pm, on trouve g*m,==m, (mod m). 
D’autre part, d’après gP-1=1 (mod p), on am=pm,|(g?-!—1) mg, 
ce qui donne, d’après p—1—gk: (g*m,)4=mg9 (mod m), ce qui 
est impossible, vu que les restes des nombres 09,19,..., (m—1)?@ 
mod m sont tous distincts. La condition de notre théoréme 
est donc nécessaire. 

Supposons maintenant que le nombre naturel m es 
cette condition. On a done m=p,py...ps, OU p,(1=1,2,..., s) 
sont des nombres premiers distincts dont aucun nest pas 
de la forme gk+-1. Posons P=\p,—1)(p.—1)...(ps—1): on 
aura évidemment (P,q)=1 et il existe un nombre naturel t, 
tel que Pt= —1 (mod q), d’où Pt+1=lq. ot l est un nombre 
naturel. Je dis que pour tout æ entier: 


(1) gemacht! (mod p;) pour 7—1,2,...,5 


En effet, soit 2 un des nombres I, 2,...,8. Si 2=0 (mod p;), 
la congruence (1) est évidemment vraie. Si a==0 (mod p;), 
on a, d’après le théorème de Fermat, r—!1=1 (mod pi), et, 
comme p;—1|P, x«?f=1 (mod pi), d’où la congruence \1). 

Vu que m=7P;,Ppo...ps, OÙ les nombres premiers P4, Do, ..., Ps 
sont distincts, la congruence (1) donne 


c=xPt+! (mod m) 
ce qui donne, vu que Pt + 1 — lq: 
(2) x = (2/)9 (mod m). 


On a ainsi pour tout œ entier la congruence (2). Il est ici 
à remarquer que le nombre naturel / ne dépend pas du nombre x. 

La condition de notre théorème est ainsi suffisante. Notre 
théorème se trouve ainsi démontré. 

Il est à remarquer que, si g est un nombre premier impair, 
on peut démontrer d’une façon tout à fait élémentaire qu’il 
existe une infinité de nombres premiers m=p satisfaisant aux 
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conditions de notre théorème. En effet, soit n un nombre 
naturel. Les facteurs premiers du nombre n! q—1 sont tous >n 
et ne peuvent pas être tous de la forme qk +1 (puisqu’alors 
leurs produit serait également de cette forme). Il existe donc 
un nombre premier p>n qui n’est pas de la forme qk +1, 
et la condition de notre théorème est remplie pour m=p. 

En ce qui concerne le cas q= 3, il est à remarquer qu’il 
n’existe que trois nombres naturels m>1 (2,3 et 6) tels que 
tout entier x satisfait à la congruence x =x? (mod m) et qu’il 
n’existe que sept nombres naturels m > 1 (2, 3, 5, 6, 10, 15 et 30) 
tels qu’on a pour tout entier x la congruence x = x? (mod m). 
Or, il n’existe aucun nombre naturel m>2 tel qu’on ait 
x= xë (mod m) pour tout entier v. 

Il est encore à remarquer qu’il n'existe aucun nombre 
naturel m>2 admettant seulement deux restes cubiques 
distincts modulo m (0 et 1), et qu’il n’existe que trois nombres 
naturels (4, 7 et 9) admettant précisément trois restes cubiques 
distincts modulo m. 

En utilisant le théorème connu de Dirichlet-Lejeune 
sur la progression arithmétique, on peut déduire de notre 
théorème la proposition suivante: 


Pour que le nombre naturel s jouisse de la propriété qu’il 
existe une infinite de nombres naturels m tels que tout entier est 
congruent modulo m à la s-ieme puissance dun entier, il faut 
et il suffit que s soit un nombre impair. 


Démonstration. La condition est nécessaire, puisque, 
pour s=2k, on a (m—J)*=15 (mod m) et m—1=e1 (mod m) 
pour m> 2. 

Supposons maintenant que s soit un nombre impair. 

Notre proposition étant évidemment vraie pour s=1, nous 
pouvons supposer que s>1. Soit s=q,1q,?..q.7 le dévelop- 
pement du nombre s en facteurs premiers (tous impairs). 
Comme (s.2)=1, il existe, d’après le théorème de Dirichlet- 
Lejeune une infinité de nombres premiers p de la forme 
p=sk+ 2. Soit p un de ces nombres. On a donc p= 2 (mod 4,) 
et p n’est pas de la forme g,t +1. D’après notre théorème il 
existe done pour tout entier x un entier x, tel que æ= x” (med p), 


ensuite un entier z,, tel que x, = (mod p),..., enfin un entier 
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La. tel que %,-1 = Ze, (mod p), d’où on trouve oot (mod p). 
Ilexiste donc pour tout entier z unentiery, tel que x =y "1 (mod p). 
Pareillement on démontre qu’il existe un entier y, tel que : 
y, = (mod p),..., enfin un entier y tel que y _ =y (mod p), 


et ces congruences donnent tout de suite: pzy 442-077 (mod p). 
Il existe donc pour tout entier z un entier y tel que x = ys (mod p). 
La condition de notre proposition est ainsi suffisante. 

Notre proposition se trouve ainsi dćmontree. 
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Secretatre de la Section: Prof. Dr Bronisław Czerwiński. 

Tresorter de la Section: Mgr Ing. Marian Piątek. 

Membre du Bureau de la Section: Mgr Jan Wetniak. 

Commission de Contróle: Prof. Ing. Michał Broszko, Dr 
Wacław Pawelski, Prof. Ing. Józef Wysocki. 


SECTION DE LUBLIN 


Président de la Section: Prof. Dr Mieczysław Biernacki. 

Vice-Président de la Section: Prof. Dr Adam Bielecki. 

Secrétaire de la Section: Mgr Jan Krzyż. 

Trésorier de la Section: Mgr Wiktor Oktaba. 

Membre du Bureau de la Section: Prof. Dr Mikołaj Ole- 
kiewicz. | 

Commission de Controle: Prof. Dr Włodzimierz Urbański, 
Mgr Mieczysław Subotowicz. 

Delegues à l’Assemblée Generale de la Societe: Prof. Dr Mie- 
czysław Biernacki, Prof. Dr Adam Bielecki. 

Suppléants des Deélegués: Prof. Dr Włodzimierz Urbański, 
Prof. Dr Mikołaj Olekiewiez. 


SECTION DE ŁÓDŹ 


President de la Section: Prof. Dr Zygmunt Zahorski. 

Vice-Président de la Section: Dr Zygmunt Charzyński. 

Secrétaire de la Section: Mgr Józef Janikowski. 

Trésorier de la Section: Mgr Lech Włodarski. 

Commission de Contrôle: Mgr Włodzimierz Krysicki, Mgr 
Jan Słowikowski. 

Delegues à l’Assemblée Générale de la Societe: Prof. Dr Jerzy 
Poprużenko, Ignacy Roliński. 


1) La Section de Gdansk fut fondée en février 1949. 
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SECTION DE POZNAN 

Président de la Section: Prof. Dr Wladyslaw Orlicz. 

Vice-Président de la Section: Prot. Antoni Schónhuber. 

Secrétaire de la Section: Doc. Dr Andrzej Ale xiewicz. 

Tresorier de la Section: Dr Zygmunt Butlewski. 

Membre de Bureau de la Section: Mgr Halina Ryffertówna. 

Commission de Contróle: Mgr Marian Jarosz, Prof. Dr Zdzi- 
sław Krygowski, Prof. Dr Wladyslaw Smosarski. 

Deleques à l’Assemblée Générale de la Societe: Prof. Dr Wła- 
dysław Orliez, Prof. Antoni Schönhuber. 


SECTION DE VARSOVIE 

Président de la Section: Prof. Dr Kazimierz Zarankiewicz. 

Vice-Président de la Section: Prof. Dr Karol Borsuk. 

Secretatre de la Section: Prof. Dr Aleksander Grużewski. 

Trésorier de la Section: Alina Bóhmówna. 

Membre du Bureau de la Section: Prof. Dr Kazimierz Ku- 
ratowski, Prof. Dr Wacław Sierpiński. 

Commission de Contróle: Dr Henryk Greniewski, Prof. Dr 
Stefan Straszewicz. 

Delegues à VAssembiée Générale de la Societe: Prof. Dr Karol 
Borsuk, Prof. Dr Aieksander Gruzewski, Prof. Dr Kazimierz 
Kuratowski, Prof. Dr Wacław Sierpiński, Prof. Dr Stefan 
Straszewicz. 

Suppleants des Delegues: Prof. Dr Andrzej Mostowski, 
Prof. Dr Witold Pogorzelski, Prof. Dr Kazimierz Zaran- 
kiewicz. 

SECTION DE WROCLAW 

President de la Section: Prof. Dr Wladyslaw Ślebodziński. 

Vice-Président de la Section: Prof. Dr Edward Marczewski. 

Secrétaire de la Section: Dr Maria Nosarzewska. 

Tresorier de la Section: Mgr Mieczyslaw Warmus. 

Membre du Bureau de la Section: Prot. Dr Bronislaw Kna- 
Ster. 

Commission de Contróle: Prof. Dr Hugo Steinhaus, Prof. 
Dr Jerzy Słupecki, Dr Witold Wolibner. 

Delegues à l’Assemblée Générale de la Société: Prof. Dr Bro- 
nislaw Knaster, Prof. Dr Edward Marczewski. 

Suppléants des Délégués: Prof. Dr Jerzy Slupecki. 


| R* 
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LISTE DES MEMBRES DE LA SOCIETE 


Sigues: (C) = Cracovie, (Gd) = Gdansk, (Lu) = Lublin, (Ł) = Łódź, (P) = 

Poznań, (Wr) = Wrocław, (V) = Varsovie, (*) avant resp. a la place de 

l'adresse signifie que l’actualité de l’adresse est problématique, resp. 
que l’adresse est inconnue. 


(P) Ajdukiewicz, Kazimierz, Prof. Dr. Poznań, Śniadeckich 20. 

(V) Alexandrow, Paul, Prof. Dr, Moskwa (U. R. S. S.), Staro- 
pimenowski per. 8 kw. 5. 

(P) Alexiewicz, Andrzej, Doc. Dr, Poznań, Karwowskiego 12. 

(V) Archibald, R. C., Prof. Dr, Providence (R. I., U.S. A.), 
Brown University. 

(V) Aronszajn, Natan, Prof. Dr, Oklahoma (Okla. U. S. A.J, 
University, Dept. of Math. 

(C) Banachiewicz, Tadeusz, Prof. Dr, Kraków, Obserwat. 
Astron., Kopernika 27. 

(0) Baran, Jan, (*) Toruń, Male Garbary, Gimn. Męskie. 

(C) Barański, Feliks, Mgr, Kraków, Wita Stwosza 22, m. 11. 

(C) Barnett, I. A., Prof. Dr, Cincinnati (Ohio, U. S. A.), 
University. 

(V) Bary, Nina, Prof. Dr, (*) Moskwa (U. R.S.5.), Pokrowka 29 
kw. 22. 

(V) Bergman, Stefan, Prof. Dr, Cambridge (Mass, U. S. A.), 
Harvard University, 221 Pierce Hall. 

(V) Białobrzeski, Czesław, Prof. Dr, Warszawa, Akademicka 3, 
ma 8 21 

(Lu) Bielecki, Adam, Prof. Dr, Lublin, Skłodowskiej 2. 

(Lu) Biernacki, Mieczysław, Prof. Dr, Lublin, Narutowicza 30, 
m. 3. 

(C) Birkenmajer, Aleksander, Prof. Dr, Kraków, Biblioteka 
Jagiellońska. 

(Wr) Birnbaum, Zygmunt, Dr, Seattle 5 (Wash. U.S. A.). 

(V) Bittner, Ryszard, Warszawa-Okecie, Rysia 11. 

(Gd) Blum, Jan, Mgr, Gdańsk, Zielona 1/2. 

(V) Bochenek, Krystyn, Ing. Mgr, Warszawa, Kaweza 27. 

(Wr) Bonder, Julian, Prof. Dr, Gliwice, Arkonska 3. 

(V) Borsuk, Karol, Prof. Dr, Warszawa, Filtrowa 63, m. 18. 

(C) Bouligand, Georges, Prof. Dr, Paris, 46 rue S! André 
des Arts. 
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(V) Bohmowna, Alina, Warszawa, Al. Ujazdowskie +, Semi- 
narium Matematyczne U. W. 

(Gd) Broszko, Michał, Prof. !ng., Gdańsk-Wrzeszcz, Naruto- 
wicza, Politechnika. 


(C) Burzyński, Jan, Mgr, Kraków, Krowoderska 25. 

(P) Butlewski, Zygmunt, Dr, Poznań, Słowackiego 35. 

(C) Cacciopoli, Renato, Prof. Dr, Naples (Italie), Université. 
(C) Cartan, Elie, Prof. Dr, Paris, 95 Boulevard Jourdan. 
(C) Cech, Edward, Prof. Dr, Praha I1 (Ć. 5. R.), U Karlowa 3, 


Matematicky Ustav University. 

(V) Charzynski, Zygmunt, Dr, Łódź, Sanocka 34, m. 96. 

(C) Choquet, Gustave, Prof. Dr, Grenoble (Isère, France), 
Institut Fourier. 

(V) Chromiński, Antoni, Prof. Kraków, Sw. Tomasza 30. 

(©) Cieślewski, Romuald, Chorzów, Pl. Matejki 3/2. 

(C) Cotton, Emile, Prof. Dr, Grenoodle (Isère, France), 1 Place 
St. Laurent. 

(V) Czechowski, Tadeusz, Mgr, Warszawa, Al. Niepodleglo- 
Scil 1555 mef 

(P) Czekanowski, Jan, Prof. Dr, Poznań, Święcickiego 4. 

(Gd) Czerwiński, Bronisław, Prof. Dr, Oliwa, Podhalańska 15a. 

(Lu) Czyż, Wiesław, Lublin, Weteranów 34. 

(Y) Czyżykowski, Mieczysław, Mgr, Warszawa, Nowowiejska 22, 
m. 38. 

(P) Daniłowiczowa, Melania, Warszawa, Frascati 1/13. 

(©) Delsarte, Jean, Maitre de Conf. a la Fac. des Sci., (*) 
Nancy, 35 rue St. Michel (Meurthe et Moselle, France). 

(P) Dobrzycki, Stanisław, Mgr, Kielce, Źródlana 17. 

(C) Dollon, Jean, Prof. Dr, (*) Nancy. 

(V) Dresden, Arnold, Prof. Dr, Swarthmore, Pa (U.S. A.), 
606 Elm Ave. 

(Wr) Drobot, Stefan, Dr, Wrocław, Kosynierska 2a/4. 

(C) Durand, Georges, Prof. Dr, Toulouse (Haute Garonne, 
France), 87 rue du Dix-Avril. 

(C) Dziula, Anna, Katowice, Rybnicka 12/6. 

(©) Echagaray, André, Prof. Dr, (*) Lima (Peru), Universitad. 
(V) Eilenberg, Samuel, Prof. Dr, New York 27 (U.S. A.,N. Y.), 
Columbia University, Department of Mathematics. 

(V) Errera, Samuel, Prof. Dr, (*) Uccle (Belgique). 
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(Wr) Feller, William, Prof. Dr, Ithaca, Cornell University 
(US 28 Ney .) 

(C) Fijoł, Kazimierz, Kraków, Gimn. IV, Krupnicza 2. 

(©) Flamant, Paul, Prof. Dr, (*) Strasbourg (Bas-Rhin, 
France), 35 rue Schweighauser. 


(C) Frydrych, Zdzislaw, Mgr, Krakow, Krowoderska 6. 

(C) Frylik, Alfred, Katowice, Rybnicka 12/6. 

(Ł) Gans, Rozalia, Mgr, Łódź, Plocka 21, m. 3. 

(V) Garcia, Godofredo, Prof. Ing., Lima (Pérou), Bolivar 280. 

(P) Gibasiewiez, Witold, Mgr, Poznań, Liceum Mechaniczne. 

(C) Gierulanka, Danuta, Dr, Krakow, Szlak 14. 

(v) Giudifer, Mieczyslaw, Mgr, Komorów pod Warszawą, Aka- 
cjowa 4. 

(C) Godeaux, Lucien, Prof. Dr, Lićye (Belgique), 37 Quai 
Orban. 


(C) Gołąb, Stanislaw, Prof. Dr, Kraków, Lobzowska 61. 

(P) Gospodarek, Stefan, Mgr, Poznań, Rynek Jeżycki 1. 

(C) Górski, Jerzy, Mgr, Krakow, Konarskiego 18, m. 7. 

(V) Greniewski, Henryk, Dr, Warszawa, Ordynacka 14, m. 14. 

(V) Grużewska, Halina, Dr, Warszawa, Rakowiecka 6, m. 35. 

(V) Gruzewski, Aleksander, Prof. Dr, Warszawa, Rakowiecka 6, 
m. 35. 

(V) Grzegorczyk, Andrzej, Mgr, Warszawa, Dantyszka 6. 

(Wr) Hartman, Stanisław, Dr, Wrocław, Wyczółkowskiego 17. 

(C) Harlen, Hasso, Dr, Copenhague, Fysisk Institut, Bleg- 
damsvej 17. 

(Wr) Helson, Henry, Cambridge 40 (Mass. U.S. A.), 21 Bates Str. 

(V) Hiz, Henryk, Dr, Warszawa, Rakowiecka 41, m. 14. 

(C) Hlavaty, Vaclav, Prof. Dr, Prague II, U Karlova 3 (Č. S. R.). 

(C) Hławiczka, Stanislaw, Ing., Biała Krakowska, Graniczna 13. 

(Gd) Huber, Maksymilian, Prof. Dr, Kraków, Boczna Kreme- 
rowska +. 

(V) Hurewicz, Witold, Prof. Dr, Cambridge 39 (U.S. A. Mass.), 
Massachusetts Inst. of Tech. 

(Wr) Ingarden, Roman, Dr, Wroctaw, Kochanowskiego 57. 

(Wr) Iwaszkiewicz, Bolesław, Mer, Wrocław, 8-go Maja 84. 

(Lu) Jakóbczyk, Franciszek, Ks., Mgr, Lublin, Ogrodowa 12. 

(C) Janet, Maurice, Prof. Dr, Paris XVI, 4 rue de la Cure. 

(Ł) Janikowski, Józef, Mgr, Łódź, Al. Kościuszki 85, m. 8. 
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) Jankowski, Wiktor, Mgr, Poznan, Kossaka 13/3. 

Ł) Janowski, Witold, Mgr, Łódź, Narutowicza 41, m. 5. 

Wr) Jarnik, Vojtech, Prof. Dr, Praha, Pevnostni 1. 

P) Jarosz, Mariau, Mgr, Poznań, Garbary 22. 

V) Jaśkowski, Stanislaw, Prof. Dr, Toruń, Bydgoska 78. 

P) Jeśmanowicz, Leon, Dr, Toruń, Bydgoska 14. 

C) Kampć de Fćriet, Joseph, Prof. Dr, (*) Lille (Nord, France), 
16 rue des Jardins. 

(Wr) Kac, Marek, Prof. Dr, Ithaca (N. Y., U.S.A.) Cornell 
University. 

P) Karaskiewicz, Edmund, Mgr, Bydgoszcz, Marcelińska 32a. 

C) Kawaler, Jozef, Wadowice, Gimnazjum. 

V) Kirkor, Andrzej, Warszawa, Grójecka 40a. 

V) Kline, J. R., Prot. Dr, Dep. of Math., University of Penn- 
Sylvania, Philadelphia (U.S. A., Pa.). 

(Wr) Knaster, Bronislaw, Prof. Dr, Wrocław 12, Orłowskiego 15, 
m 

(C) Kochmanski, Tadeusz, Dr, Kraków, Zyblikiewicza 5. 

(C) Kosicki, Jan, Katowice, Królowej Jadwigi 8/5. 

(V) Kozakiewicz, Wacław, Prof. Dr, Saskaioon (Sask., Canada), 
University of Saskatchewan. 

(C) Koziel, Karol, Doc. Dr, Cieszyn, Wyższa Szkola Gospo- 
dareza. 

(Wr) Krieger, Cecylia, Prof., Toronto 5 (Canada), University of 

Toronto, Dep. of Mathematics. 


(C) Krygowska, Zofia, Mgr, Kraków, Oleandry 6. 

(P) Krygowski, Zdzislaw, Prof. Dr, Poznań, Libelta 14. 

(L) Krysicki, Wlodzimierz, Mgr, Łódź, Zawadzka 25. 

(Lu) Krzyż, Jan, Lublin, Bernardyńska 28. 

(C) Krzyżański, Mirosław, Dr, Kraków (Bronowice), W. Hal- 


czyja 21. 

C) Kujawa, Leon, Chorzów, 3 Maja 3/5. 

V) Kulczycki, Stefan, Warszawa, 3-go Maja 5. 

Wr) Kulczyński, Stanislaw, Prof. Dr, Wrocław, Kasprowicza 17. 

V) Kuratowski, Kazimierz, Prof. Dr, Warszawa, Kielecka 42. 

C) Labrousse, Léon, Prot. Dr, (*) Paris VII (France), 7 rue 
Léon, Vaudyer. 

(©) Laine, Edouard, Prof. Dr, (*) Angers (Maine et Loire, 
France), 3 rue de Rabelais. 


( 
( 
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(C) Lefschetz, Solomon, Prof. Dr, Princeton (N.J. U.S. A), 
University. 

(C) Leitner, Roman, Dr, Kraków, Hermina Piątka 19. 

(C) Leja, Franciszek, Prof. Dr, Kraków. Lobzowska 61. 

(©) Leray, Jean, Prof. Dr, Paris (France), College de France, 
rue des Écoles. 


(C) Lesikiewicz, Józef, Mgr, Katowice, Mickiewicza 11. 

(C) Leśniak, Jan, Dr, Kraków, Zygmunta Augusta 5. 

(©) Lesnodorski, Gustaw, Kraków, Sobieskiego 10. 

(Lu) Lewacki, Tadeusz, Mgr, Lublin, Al. Racławickie 20b. 
(V) Leżański, Tadeusz, Mgr, Warszawa, Aleje Ujazdowskie 4, 


Seminarium Matematyczne. 

(V) Lewandowska, Hanna, Podkowa Leśna Główna, Storczy- 
ków 6. 

(Wr) Loria, Stanislaw, Prot. Dr, Wrocław, Kochanowskiego 5. 

(V) Lubański, Mieczysław, Warszawa-Praga, Łąkocińska 5. 

(C) Lojasiewiez, Stanisław, Mgr, Kraków, Ujejskiego 6, m. 3. 

(V) Łomnicki, Zbigniew, Mgr, London, Polish SSAKI Col- 
lege, 5 Princes Gardens. 

(Wr) Łoś, Jerzy, Dr, Wrocław-Oporów, NEK Piastów 40. 

(V) Lukasiewicz, ii Prof. Dr, Dublin (Ireland), 57 Fitz- 
william Sak 

(V) Łukaszewicz, Leon, Ing. Mgr, Warszawa, Dantyszka 20. 

(V) Łuzin, Nikolaj, Prof. Dr, Moskwa (U. R.S.5.), l’Acadé- 
mie des Sciences de PU. R.S.S., bolchaya Kaloujskaya 19. 

(C) Majcherowa, Genowefa, Mer, rar Sw. Benedykta 10. 

(Lu) Makarewicz, Józef, MAR Lublin, Wieniawska 6, m. 47. 

(C) Mandelbrojt, S., Prof. Dr, Paris VI (France), 20 rue Le- 
verrier. 

(Wr) Marczewski, Edward, Prof. Dr, Wrocław, Gierymskich 51. 

(V) Marczyński, Romuald, Ing. Mgr, Warszawa, Noakow- 

skiego 10. 

(C) Maroszkowa, Janina, Mgr, Kraków, Strzelecka 17. 

(C) Matulewicz, Konstanty, Góra Śląska, Al. Armii Polskiej 9/2. 

(P) Matuszewska, Wanda, Mgr, Poznań, Kochanowskiego 8/6. 

(Y) Maurin, Krzysztof, Mgr, Warszawa, Leszno 73. 

(L) Mazur, Stanislaw, Prof. Dr, Warszawa, Raszynska 32, 

Tits OF 
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(P) Meder, Józef, Mgr, Poznań, Skarbka 37. 

(Y) Menger, Karl, Prof. Dr, Chicago 16 (U.S. A. Hl.) Illinois 
Inst. of Techn. 5506 N. Wayne St. 

(V) Mienszow, Dimitri], Prof. Dr, Moskwa (U. R.5.5.), (*) Die- 
vitchie Pole, Bojeninewski per 5, kw. +. 

(C) Migoniowa, Helena, Katowice, 27 Stycznia 23. 

(Wr) Mikusiński, Jan, Prof. Dr, Wrocław, PI. Grunwaldzki 106, 
m. 123. 

(Wr) Montel, Paul, Prof. Dr, Paris XIV (France), 79 rue du 
Faubourg Saint Jacques. 

(Y) Moore, R. L., Prof. Dr, Austin:12 (lex, U.S. A.), Uni- 
versity of Texas. 

(Wr) Moron, Zbigniew, Mgr, Wrocław, Olszewskiego 118, 
heros 

(Gd) Mosingiewicz, Kazimierz, Mgr, Gdańsk-Wrzeszcz Politech- 
niezna 12/8. 

(V) Mostowski, Andrzej, Prof. Dr, Warszawa (Czerniaków), 
Powsińska 2£a/6. 

(Gd) Naleszkiewicz, Jarosław, Prof. Dr, Gdańsk- Wrzeszcz, Zot- 
nierza Tułacza 38. 

(V) Splawa-Neyman, Jerzy, Prof. Dr, Berkeley (Calif., U.S. A.), 
University of California. 

(Gd) Niemunis, Tadeusz, Mgr Ing., Oliwa, Liczmañskiego 22/2. 

(C) Nikodym, Otton, Prof. Dr, Gambier (Ohio, U.S. A.), De- 
partment of Mathematics, Kenyon College. 

(C) Nikodymowa, Stanisława, Dr, Gambier (Ohio, U.S. A.), 
Department of Mathematics, Kenyon College. 

Wr) Nosarzewska, Maria, Dr, Wrostaw, Nowowiejska 85/4. 

) Nowacki, Witold, Prof. Dr, Gdańnsk-Wrzeszcz, Piękna 9. 
Lu) Oktaba, Wiktor, Mgr, Lublin, Krucza 4, m. 10. 
) Olekiewicz, Mikołaj, Prof. Dr, Lublin, Krakowskie Przed- 

mieście 41/5. 

(V) Ołeszkiewicz, Mieczysław, Piaseczno k. Warszawy, Swieto- 

janska 12. 

(P) Orlicz, Władysław, Prof. Dr, Poznan, Libelta 1-1. 

(Ł) Otto, Edward, Prof. Dr, Warszawa, Lwowska T. 

(Gd) Pawelski, Wacław, Dr, Gdańsk- Wrzeszcz, Wajdeloty 6/2. 

(V) Pawłowski, Feliks Władysław, Pau (France), 3 rue de 
PEcole Normale. 
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(C) Pearson, Egon Sharpe, Prof. Dr, (*) London W. ©. 1, 
(Angleterre) University College, Galton Laboratory. 

(Wr) Perkal, Julian, Mgr, Wrocław Oporów. Harcerska 24. 

(Gd) Peczalski, Marian, Mgr, Sopot, Chrobrego 12, 

(Fd) Piątek, Marian, Mgr Ing., Gdañsk-Wreesecz, Lipowa 10/4. 

(P) Piątkowski, Mieczysław, Mgr, Środa, Liceum. 

(V) Piccard, Sophie, Prof. Dr, Neuchâtel (Suisse), Cassardes 14. 

(V) Picone, Mauro, Prof. Dr, Roma (Italia), Instituto per le 
Applicazioni del Calcolo. 

(Lu) Pidekówna, Halina, Krakow, Zacisze 10/9. 

(Wr) Plamitzer-Motodecka, Helena, Gliwice, Powstańców 2. 

(C) Pogany, Wojciech, Ing., Kraków, Sw. Marka $. 

(V) Pogorzelski, Witold, Prof. Dr, Warszawa, Nowowiejska 22, 

m. 3. 

Popovici, Constantin, Prof. Dr, Bucharest (Roumanie), 

Université, Observatoire Astronomique. 

Popruzenko, Jerzy, Prof. Dr, Łódź, Zeromskiego 17, m. 28. 

Rabsztyn, Józeť, Mgr, Katowice, Poniatowskiego 17/9. 

Rajewski, Marian, Dr, Poznan, Lubeckiego 26. 

Ramer, Norbert, Mgr, Kraków, Św. Tomasza 30, m. 5. 

Rasiowa, Helena, Mgr, Warszawa, Uniwersytecka 1, m. 17. 

Roliński, Ignacy, Łódź, Więckowskiego 57/11. 

Romanowski, Mieczysław, Kraków, Fałata 14. 

Romanowski, Świętosław, Dr, Kraków, Szlak 24. 

Rosental, Stefan, Dr, Copenhague (Danemark), Fysiks In- 

stitut, Blegdamsvej 17. 

C) Roznius, Antoni, (*) Zakopane. 

P) Roszko, Pawel, Mgr, Poznan, Niegolewskich 10. 

V) 

Vv) 


e 
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tubinowicz, Wojciech, Prof. Dr, Warszawa, Hoża 71. 
Rusiecki, Antoni Marian, Warszawa, Nowogrodzka 6a, m.9. 
Wr) Rybka, lugeriusz, Prof. Dr, Wrocław, Dębowskiego 19. 
(P) Ryffertowna, Halina, Mer, Poznań, Grochowska 21. 
(Wr) Ryll-Nardzewski, Czesław, Dr. Wrocław, Michalowskiego 19. 
(P) Schonhuber, Antoni, Prof., Poznań, Plac Curie-Sklodow- 
skie] 3. 
(C) Sedlak, Stefan, Mer, Katowice, Kopernika 16. 
(L) Seipeli-Lawecka, Lidia, Dr, Łódź, Nawrot 4. 
(C) Sergesco, Pierre, Prof. Dr, Paris (france), 5 rue Dau- 
benton. 
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(V) Sieczka, Franciszek, Ks. Dr, Radzanów nad Wkra, pow. 
Mława. 

(C) Siedmiograj, Zdzisław, Mer, Kraków, Nadwiślańska 1. 

(V) Sierpiński, Waclaw, Prof. Dr, Warszawa, Konopczyń- 
skiego 5.7. 

(V) Signorini, Antonio, Prot. Dr, Rome (Italic), Academia dei 
Lincel. 

(V) Sikorski, Koman, Dr, Warszawa, Al. Ujazdowskie 4, Se- 
minarium Matematyczne. 

(V) Singh, Avadhesh Narayan, Prof. Dr, Lucknow (India), 

University. 

(i) Słowikowski, Jan, Łódź, Wigury 11, m. 6. 

(Wr) Słupecki, Jerzy, Prof. Dr, Wrocław-Oporów, Wlodkowica 17. 

(P) Smosarski, Władysław, Prot. Dr, Poznań, Mazowiecka 15. 

(P) Sobaszek, Jan, Mgr, Poznan, Hetmańska 31. 

(P) Sroka, Aleksander, Mgr, Poznań, Rokossowskiego 84. 

(V) Stankiewicz, Kugeniusz, Mgr, Warszawa, Nowowiejska 28. 
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COMPTES RENDUS DES SEANCES DES SECTIONS 


SECTION DE CRACOVIE 


26. X. 1948. Leja, F. Une nouvelle démonstration d'un theo- 
reme de F. Hartogs sur les series de fonctions analytiques [a pa- 
vaitre dans les Acta de la Acad. Nac. de Lima]. 

9. XI. 1948. Leitner, R. Formules linéaires pour Vortoyona- 
lisation d'un systeme de vecteurs. 


Théorème 1. Tout système de vecteurs linéairement indépendants: 
(1) bY, PZ EZ en 
peut ćtre transformé en un systeme ortogonal: 
(2) el, 4.]=1,2,...,n, 


de fagon que les vecteurs subissent simultanément une transformation con- 
servant leur indépendance et telle que leurs extrémités se déplacent d’un mou- 
vement uniforme et rectiligne. Cette transformation est donnée par les formules: 


(3) pi(t) =t-el+ (1—t) bi. 
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Théorème 2. Lorsque l'orientation du système (1) est égale à celle du 
système de coordonnées, alors ie système (1) peut être transformé par un mou- 
vement analytique et conservant l'indépendance (les formules définissant ce 
mouvement étant des polynómes des variables t, cost, sint) en verseurs du 
système de coordonnées. Lorsque, cependant, l'orientation du système (1) est 
différente de celle du système de coordonnées, alors un des vecteurs (1) se trans- 
forme en verseur correspondant opposé. 


Théorème 3. Étant donné deux systèmes de vecteurs linéairement indé- 
pendants ayant la même orientation, il existe un système de vecteurs qui sont 
des fonctions analitiques du paramètre t, tel que pour t—0 et t=] il est iden- 
tique au premier, resp. au second système donné, tandis que pour toute valeur 
entre 0 et 1 il forme un système de vecteurs linéairement indépendants. 


16. XI. 1948. Krzyzanski, M. Un théorème concernant le 
probleme de Dirichlet pour Vequation du type elliptique avec les 
conditions aux limites discontinues. 


Le sujet de cette communication sera contenu dans le travail: Sur 
les solutions de l’équation linéaire du type elliptique, discontinues sur la fron- 
tiere du domaine de leur existence, qui va paraitre dans les Studia Mathe- 
matica, vol. XI. 


30. XI. 1948. Ważewski, T. Remarques relatives aux cer- 
tains théorèmes de M. Banachiewicz (première partie). 


L'auteur appelle deux procédés de calcnl P et Q numériquement iden- 
tiques lorsqu'ils dictent les calculs identiques. Une machine automatique 
fonctionnant suivant P fonctionnera done suivant Q et inversement. 


n+1 
. v X 9 à 4 = ray) => + ry* — 
Soit (U) le système d équations Š? tg y =0 avec Sahi = |] ou, sous 
| 


forme abrégée, u, =0, (1=1,...,%). Certains mineurs de Ja matrice u= |ie || 
(i=l1,...,n; 8=1,...,0+1) n'étant pas nuls, il existe, suivant un théo- 
rème (7,) dû a M. T. Banachiewicz, deux matrices „en escalier“ bien 

A YY = 4 = i} == 4 ES U p cs, `» 
déterminées A= || 2,81}; w= |w gl telles que 4,50 pour ó>y, W ją = 0 pour 
1>8, w,,=l et 


(1) u =A w. 


De l'équation (1) on peut calenler, par un procédé (4,) les éléments 
de 4 et w, et on réduit ainsi la solution de (U) à celle du système „en esca- 
n+ i 
lier“ équivalent au système (347) de la forme `’ wg g= 0, ou, sous forme 
7 aS) 
abregee, w, =0 (t=1,..., n). 
Le procédé A, constitue une méthode de solution de (U) (ou, plutót, 


A, 


une méthode d'un passage de (U) a (W)) „au moyen des matrices“). 
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Il exige du calculateur la connaissance de la facon dont on multiplie 
les matrices. Or l’auteur remarque que (A) est numériquement identique 
à un procédé (B,) (procédé de Dolittle) intervenant dans la méthode 
élémentaire de substitutions (ou d’éliminations) succesives légèrement mo- 
difiée. (On trouve w, au moyen de u, et w, au moyen de w,,..., Wj Uiga) 
Bien que „l, et B, soient numériquement identiques du point de vue d'une 
machine automatique, (4,) est plus commode pow un calculateur pour 
les raisons psychologiques. — Un théorème (T) analogue a (T;), dû aussi 
A M. Banachiewicz se rapporte au eas ott (U) représente le systeme 
intervenant dans la méthode des moindres carrés. I] sert de base à un 
procédé (4,). L'auteur remarque qu’un procédé bien connu dćliminations 
successives, procédé (B,) intervenant dans la détermination de Ja signature 
d’une forme quadratique, est numériquement identique à (1,). 

L'auteur appelle deux matrices g et h successivement équivalentes 
lorsque pour k = 1,2,..., les vecteurs dont les coordonnées interviennent 
dans k premières lignes de g forment un système équivalent à un système 
analogue pris dans k. L'auteur communique les théorèmes: 

I) Il existe une matrice À, en escalier, telle que g —2:h. — De là on peut 
déduire (T,). II) p étant une matrice symétrique (dont certains mineurs 
ne sont pas nuls) il existe deux matrices en escalier q et r qui, avec leurs trans- 
posées q et r’, vérifient les relations 


(2) DZA A) 


(résultat obtenu en collaboration avec M. Szarski). Les matrices qr et rq’ 
sont en escalier. (Pour la suite voir la conférence du 18. XI]. 1948). 


30. XI. 1948. Banachiewicz, T. Sur la résolution deter- 
minée des équations normales de la méthode des moindres carrés 
à l’aide des cracoviens. 


L'auteur a réussi en 1938 (Bull. Acad. Polon. d. Se., série A, pp. 134 
et 393) à se débarasser de la méthode d'élimination dans la solution d’un 
système des équations linéaires. Pour les équations normales de la mé- 
thode des moindres carrés sa méthode mène à l’extraction de la racine 
carrée particulière du tableau des coefficients et consiste en trois étapes: 
1) extraction de la racine carrée, 2) division de la colonne des termes libres 
par cette racine, 3) nouvelle division pour la détermination des inconnues. 
En 1947 l’auteur a réduit les deux premières étapes ci-dessus à une seule: 
l'extraction de la racine carrée du tableau ci-dessus convenablement bordé, 
et c’est cette méthode qui est l’objet de la communication. On joint aux m” 
équations données la (m + 1)-e équation ayant pour coefficients les ternes 
libres consécutifs du système donné, et pour terme libre un nombre in- 
connu 4°, supposé tel que les m +1 équations forment un système com- 
patible. On extrait la racine carrée du tableau symétrique obtenu de cette 
façon; l’inconnaissance de ọ? ne fait obstacle grâce à ce qu’on sait que 
la racine carrée doit avoir la forme d’un trangle tronqué, dont le dernier 
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élément est zéro. — Cette manière de résoudre les équations normales 
a entre autres l’avantage de réunir en une seule théorie les considérations 
relatives aux équations conditionnées (cas géodésique ordinaire) et celles-ci 
relatives aux équations non-conditionnées (cas astronomique ordinaire). 
Il paraît que le nouvel algorithme de la méthode des moindres carrés, 
devrait remplacer celui de Gauss. 


14. XII. 1948. Wazewski, T. Théorème de M. Banachiewicz 
relatif à la méthode des moindres carrés. Remarques méthodolo- 
giques (deuxième partie). 


En gardant les notations et la terminologie de la conférence précé- 
dente l’auteur démontre que de la relation (2) résulte le théorème (7,) 
de M. Banachiewicz. L’auteur fait observer que les théorèmes (7) et (7!) 
de M. Banachiewicz peuvent être exprimés dans le langage des matrices 
ordinaires. L’auteur analyse le rôle des „cracoviens*. Au lieu de multi- 
plier les matrices ligne par colonne (facon F,) on peut tourner les matrices 
de manière que le même calcul revienne à multiplier colonne par colonne 
(façon F) ou ligne par ligne (façon F,) etc. Huit façons de cette sorte sont 
possibles. M. Banachiewicz appelle „cracoviens* les tableaux multipliés 
de la façon F,. La théorie des cracoviens est évidemment isomorphe à celle 
des matrices et le passage de l’une à l’autre est immédiat. En ce sens chaque 
théorème relatif à la théorie des matrices constitue aussi un théorème re- 
latif à celle des cracoviens et inversement. —- Dans les procédés 4, et A, 
M. Banachiewicz s’est servi dès le commencement de la notion de cra- 
covien. Ceci a conduit à une opinion que le mécanisme mathématique 
de A, et A, n’est possible que grâce à cette notion. Cette opinion n’est 
pas exacte, car en passant des cracoviens aux matrices on obtient des 
procédés numériquement identiques. L’avantage psychologique provenant 
de la multiplication colonne par colonne peut être acquis sane cracoviens. 
Il suffit à cet effet d'introduire la directive que le théoricien doit tourner 
d’abord les matrices de manière à multiplier colonne par colonne et d’ad- 
resser ensuite l’algorithine en question au calculateur. — La multiplication 
des cracoviens n'étant pas commutative il est plus pratique de se servir 
des matrices dans les considérations théoriques. Au besoin il suffit de tour- 
ner les matrices a la fin de ces considérations. 

Le lien théorique mutuel entre les procédés A, et A, na consiste pas 
ćvideminent en emploi des cracoviens. L’auteur remarque qu'un tel lien 
consiste en ce que ces procédés constistuent une algorithmisation au moyen 
des matrices de ceux différents spécimens connus de la méthode ces éli- 
minations successives. 

Les résultats en question de M. Banachiewicz peuvent étre ainsi 
classés comme appartenant à un domaine des recherches plus vaste dont 
la direction à prendre consiste à algorithmiser, dans le sens précédent, 
les autres cas connus de la méthode des ćliminations successives, pour 
obtenir des procédés numériquement identiques, mais présentant des 
avantages psychologiques pour le calculateur. 
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25. L 1949. Leja, F. Sur un théorème de M. S. Bernstein. 


Soit P(z) un polynôme du degré » et du module |P(2)| = M dans Pinter- 
valle —I<2<I, alors 
|P(żę)| <M (a + b)”, 


où a et b sont les demji-axes de Vellipse passant par 2, des foyers z = — | 
et z=—l. 


Ce thćoreme de M. Berstein peut ćtre généralisé comme il suit: Soit D 
un domaine plan contenant z= oo, F la frontière de D, C l'ensemble complé- 
mentaire à D +F, w=- g(z) la representation conforme de D sur le cercle w| <i 
telle que g(oo)-=0o, P (2) et Q(z) deux molynômes des degrés n et m respecti- 
vement et żę un point quelconque de D. alors: 

10 si |P?(z)| <M dans F on a 


IP (2,)| < M. |glza)l” 


20851 IP (2): O(2)| LM dans F et si les zéros de Q(z) sont contenus dans Con a 
Pz 

Pre | <M : TE] es - 
| <0 


1. II. 1949. Banachiewicz, T. Sur la résolution indéter- 
minee des équations de la méthode des moindres carrés a l’aide 
des cracoviens. 


La résolution en question est équivalente au problème de la détermi- 
nation des poids des inconnues et de leurs fonctions linéaires, le problème 
qui pendant un siècle a été l’objet des études d'une plerade des mathé- 
maticiens et astronomes avec Gauss à la tête. Les diverses solutions, 
par l'algèbre ordinaire s’avérèrent en pratique si peu compréhensibles 
qu’on se contentait souvent à y employer la règle de Gauss sur le poids 
de la dernière inconnue, règle très simple, mais demandant des calculs 
étendus. Les cracoviens y apportent (1938) une révolution, en ramenant 
la résolution numérique du problème à 3 opérations élémentaires du calcul 
cracovien: extraction de la racine carrée (d'un tableau), son inversion 
et l'élévation (de l’inverse) au carré. Si r est la racine carrée du tableau 
des coefficients a des équations normales, on calcule q=r"!et la solution 
est donnée par la formule 


(1) a 1= q? 


a”! étant le tableau cherché. Le calcul se fait en opérant avec les tableaux 
(cracoviens), et non avec les équations, ce qui contribue à le rendre encore 
plus facile. En posant a=g-h, avec le choix convenable de q et h, le calcul 
demandte un peu moins d'opérations arithmétiques, en devenant alor 
toutefois moins transparent. 

Dans le cas embrassé par la règle de Gauss, relative au poids de la 
dernière inconnue, l’équation (1) donne une règle plus générale: la failli- 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII. 19 
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bilité de la -me inconnue (ż étant arbitraire) est égale an module de la 
i-me colonne de q. 

Présentés à l’aide des matrices les résultats ci-dessus perdent leur 
élégance mathématique et deviennent moins utiles pour le calculateur. 


8. III. 1949. Krzyżański, M. Sur les bornes, supérieure et 
inférieure des solutions de l'équation linéaire du type elliptique. 


Étant donnée l'équation du type elliptique à coefficients continus 


m ae m R 
LV SU e 5 JW . 
(1) > Uik „my TN, A b, Ą a Wy cu = its 
—_ Cu ic Uh s Cw . 
i, k=1 j=l 


Bi cz0 et f>0, (resp. f<0), une solution de (1), régulière dans un domaine 
ferme, limité D ne peut pas atteindre a Pintéricur de ce domaine la borne 
supérieure, si elle est positive, (resp. si f 0 — inféricure, si elle est né- 
gative). Ceci est evident. 

Or on peut démontrer, que si c<0 et f[>0 (resp. f<0) la solution 
u(P) atteint la borne supérieure (resp. inférieure), si elle est positive (resp. 
négative), sur FD. En effet, soit M>0 la borne supérieure de u(P) dans D 
et, supposons que Pon ait u(P)<M < M. sur FD, M étant positif. Posons. 
€=}(.W— M’). 

La fonction u(P) étant uniformément continue dans D, il existe un do- 
maine D’, tel que D'+FD'CD et que u(P)<M’+e sur FD’. Posons: 
u= u*— wem, w et A étant des constantes positives, qui seront conve- 
nablement choisies dans la suite. L’équation (1) se transforme en l'équation: 


kit + 2 Lt „Ax 
elu*] =f/-+ w(a,,, 2 + b, À +6) m. 


Les coefficients de (1) étant bornés dans D +PFD' et a, étant po- 
sitif, on peut choisir le nombre 4 de façon que le trinóme aux parenthèses 
soit positif. Alors efu*]>0, par suite u* ne peut pas atteindre dans D 
la borne supérieure positive. Or on a 


u*<M'+e+uwe sur FD’, où g = sup|iz, | sur FD” 


et cette inégalité subsiste dans D’, on a done à fortiori: 


u< M’+e+t we? dans D’. 


Choisissons w=e-e *. Alors: u< M’ 2e=M dans D’. 


Or P, étant un point quelconque de D, on peut choisir D’ de façon 
que PCD’. Il en résulte, que la borne supérieure de u(P) est inférieure 
a M, contrairement à l’hypothèse. 

On a done M2 M et par suite u(P) atteint la borne supérieure M 
sur FD. 

26. LV. 1949. Miodonski. Principes du raisonnement em- 
ployé en medecine. [Conférence populaire appartenant au cycle: 
Le rapport entre mathématiques et autres disciplines |. 
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10. V. 1949. Wrona, W. The Riemannian curvature and its 
generalization, I. 


17. V. 1949. Wrona, W. Zhe Riemannian curvature and its 
generalization, II. 


The subject of both communications is contained in the 
papers: 

1. Conditions nécessaires et suffisantes qui déterminent les 
espaces Einsteiniens, conformément euchdiens et de courbure con- 
stante. Annales de la Soc. Pol. de Math., vol. XX. 

2. „On multivectors in a Vn — I and II". Koninklijke Ne- 
derladsche Akademie van Wetenschappen, Proceedings, vol. LI, 
No. 10, 1948. 


24. V. 1949. Leja, F. Sur une méthode Capproximation des 
fonctions réeiles dune variable complexe. 
Soit ly un ensemble plan borné et fermé, f(z) une fonction réelle con- 


tinue dans X, A un paramètre réel et £--/8,,6...,$4 un système de n +1 
points de Æ. Posons 


n 
n A [lz sk 1 
k=0 
(k=j) 
et | 


n 
2 + mn int Wars. at FA Fana 
D, (23 Af) = Lut P [D A Ei E cae 
= = Geto 
On démontre que, si E ne possède pas des points intérieurs et ne par- 
tage pas le plan, il existe dans J la limite itérée 
n 1/2 


Ph Mit logd, (=: Af) 4 Me 
2— 0 ln- $ J 


31. V. 1949. Matulewicz, K. Sur les nombres composes sa- 
tisfaisant a la congruence 2"=2 (mod n). 


L'auteur a trouvé une méthode qui permet de déterminer des solu- 
tions composćes de la congruence: 


(1) 2122 (mod +). 
Cette méthode est appuyée sur le théorème suivant: 
Soit p un nombre premier >2 et soil: 
(2) 2p—1 -] =p" DOS pok, 
1 2 k 


19* 
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où p, sont des nombres premiers. Supposons que: 
(3) o „= s;(p—1) et) p,—lT=s () —-1). 


où S; et s, sont des nombres entiers. Dans ces hypothèses le nombre composé 
n= P; Py est une solution de la congruence (1). 


Démonstration. D’après (2): 
(4) oP a (mol P,P) 
Il en résulte, d’après (3): 
(5) 9pj—! — 28;(P—1) 2] (mod NE 
D'une façon analogue: 
(6) 2pr—1—9st(p D 1 (mod p,p,). 
Il s'ensuit de (5) et (6): 
(7) 2Pj +Pi-2 st (mod P; P) 
D'autre part, d’après (5): 
(8) op; pi — (Py t+ Pp +1 — 2(P;i—1)(P]—D=1 (mod P; p) 


En imultiphant les congruences (7) et (8) on obtient: 


(9) 2PjPI=1=] (mod P; p)» 
d’où: 
(10) 9p; Pj ==2 (mod P; Pi), 


ce qui termine la démonstration. 


14. VI. 1949. Tatarkiewicz, K. Sur la convexité des sphères 
et sur approximation dans les espaces de Banach. [Comptes 
rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. 227 (1948), 
p. 1332—1333]. 


21. VI. 1949. Biernacki, M. Sur quelques applications de la 
formule de Parseval [à paraître dans les Annales UMCS, section A, 
t. IV]. 


21. VI. 1949. Ważewski, T. Sur la differentiation des séries. 


F(t) étant une fonction continue dans a<t< aux valeurs apparte- 
nant à un espace vectorial normé de Banach et dont une certaine dé- 
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rivée droite (calculée au moyen d’une certaine suite de valeurs de t) satis- 
fait à l’inégalité |DF(t)}<hk on a |HF(b)—F(a)|<k|b—a|. L'auteur re- 
marque que, au cas des espaces complets, ce thèoréme sur les accroisse- 
ments finis permet de généraliser le théorème classique (ŻF,0) = MEO 
valable dans une hypothèse bien connue. Il est aussi valable relativement 
aux dérivées droites ou gauches au cas des F(t) continues. — Si une 
suite DF (t) tend uniformément vers 0 dans [ab], F (to) converge vers 
un point c et les P (t) sont continues, alors la suite F_(t) converge unifor- 
mement dans [a,b] vers le point constant c (théorème sur „Parrondisse- 
ment des angles“ au passage à la limite). 


28. VI. 1949. Ważewski, ©. Sur l'allure usymptotique des 
tntegrales des équations différentielles. 

L'auteur construit deux définitions non équivalentes de la. coincidence 
asyimptotique des intégrales de deux systèmes des équations différentielles 
et Communique certains théorèmes sur ce sujet (un résumé plus détaillé 


paraîtra dans le Bull. de PAcad. Pol. de Se. et de Lettres, Séance du Jun 
1949). 


28. VI. 1949. Krzyżański, M. Sur l'équation aux dérivées 
partielles de la diffusion sous l’action d'une force \a paraître 
dans les Annales de la Soc. Pol. de Math. ]. 

SECTION DE GDANSK 

24. V. 1949. Turski, St. Sur les applications des fonctions 

analytiques a quelques problemes techniques. 
SECTION DE LUBLIN 


1. VIIL. 1949. Mostowski, A. Les phrases indécidables dans 
l’arithmétique des nombres reels. 


1. VIL. 1949. Orlicz, W. Sur les suites des opérations dé- 
pendant d'un paramètre. 


T. VIIL 1949. Golab, St. Sur les objets géométriques de deu- 
viene classe. 


T. VIL 1949. Ważewski, T. Sur l'allure asymptotique des 
integrales des équations différentielles. 
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SECTION DE ŁÓDŹ 


11. X. 1948. Mazur, S. Sur les espaces linéutres, métriques 
et compacts. 


L'auteur démontre: Un espace linéaire, métrique et complet est iso- 
morphe avec un espace F. Ce théorème donne la résolution affirmative 
d’un problème posé par S. Banach (cf. S. Banach, Théorie des opérations 
linéaires, Warszawa 1932, p. 232). 


25. X. 1948. Janowski, W. Sur le maximum dargument 
des fonctions univalentes bornees. 


Considérons les fonctions holomorphes univalentes dans le cercle |z| <1 
de la forme: 


(1) "ORLEN 


Soit M un nombre positif quelconque, Fy la famille de toutes les 
fonctions borućes de la forme (1) assujetties à la condition |!(2)|<M, 
et fo — la famille de toutes les fonctions de la forme (1). 

La valeur de z étant fixée, nous considérons Pexpression 

F(z 
(2) arg ( J, 


~ 
~ 


où Pon prend la branche de Pargument qui est égale a O pour z= 0. 


L'auteur a démontré les théorèmes suivants: 


I. Pour les fonctions de la famille F',, on a Pinégalité précise: 


(3) | ure —— 


ok py CL Oy, W<ęy<|2]) satisfont aux équations: 


(+) M | M 1— |2 | 
i Coz at og | — —— |, 
PM i ER ae om | + | =| 
| M M / 
VM 1 — SA 
(5) se Malte ar ai ' 
5 (ee AT 1 | | Or >> ee = T 
ad dh | + SM i+ |e iz] | M oy 
M M | Lo va 


II. Pour les fonctions de la famille I on a Vinegalité precise: 
2 


F (z 
(6) arg © pe 
où 
1+ |2 
(7) Too = log — [21 


|e] 
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SECTION DE POZNAN 


22. XI. 1948. Butlewski, Z. Sur les intégrales oscillantes de 
certains systèmes d'équations différentielles ordinaires. 


10. XII. 1948. Roszko, P. Développements de méthodes di- 
dactiques dans tes mathématiques au A X siécle et les proyrammes 
actuels. 


19. LI. 1949. Mikusinski, J. Sur un anneau linéaire pseudo- 
norme et ses applications dans la théorie des opérateurs. 


26. [ł. 1949. Jaskowski, S. Theorie mathématique des orne- 
ments. 


+77 


27. II. 1949. Makarski, J. Une démonstration du théorème 
de Jordan. 


28. V. 1949. Krzyzanski, M. Les applications de fonctions 
majorantes dans les démonstrations d'existence des solutions des 
équations partielles de 2° ordre. 


1. VI. 1949. Smosarski, WI. Les arrées de tétraëdres de vo- 
lume maximé inserits dans Vellipsoide. 


1. VI. 1919. Suszko, R. Les progres de la logique mathé- 
matique. 


SECTION DE VARSOVIE 


15. XI. L945. Szmielew, W. Sur une certaine classification 
des groupes commutatives. 


15. XI. 1948. Sikorski, R. On an ordered algebraic field. 


Let W be the least algebraic field containing the set P, 9f al ordi- 
nals SE S (the algebraie operation in PA are Hessenherg’s natural sum 
and natural product of ordinals). In the ordered field W, one can define, 
in a very natural way, the limit of a sequence d.€ IE, of type w. The 
field W, fulfils the following theorem, analogous to the well-known theorem 
of Bolzano-Weierstrass: 

„Avery bounded sequence a. € im of type w, contaihs a convergent sub- 
sequence”. 

A character of an ordered algebraic field F is the initial ordinal w, 
„which is co-final with J. The field W, is of character wy. It is the least 
ordered field of character w that is: , very ordered field F oj character w, 
contains a subfield I’) isomorphic tc W, 
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19. XT. 1948. Wazewski, T. Sur les cracoviens. 


19. XI. 1948. Orlicz, W. Remarque du domaine de Vanalise 
fonctionnelle. 


19. XI. 1948. Mostowski, A. Remarque sur la non-contra- 
diction des alephs inaccessibles. 


L'auteur montre que le théorème meta-mathématique: l'existence des 
alephs inaccessibles est non-contradictoire est indémontrable dans le sy- 
stème ordinaire de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel“. 


29. LI. 1949. Sierpiński, W. Sur un problème de M. Za- 
rankiewicz. 


29. LI. 1949. Sierpiński, W. Sur un exemple de M. Ku- 
nugiut. 


6.V.1949. Zarankiewicz, K. Impressions de mon voyage 
scientifique en Amérique. 


13. V. 1949. Sierpinski, W. Sur la somme des nombres 
transfinis. 


13. V. 1949. Sierpiński, W. Sur les suites des fonctions 
doubles. 


13. V. 1949. Wrona, W. Mesure de courbure de Riemann et 
sa generalisation. 


2%. V. 1949. Sierpiński, W. Un théorème sur les fonctions 
d'ensemble. 


27. V. 1949. Wakuliez, A. Sur la somme de quatre nombres 
transfinis. 


31. V. 1949. Kurato wski, K. Compte-rendu de mon voyage 
scientifique aux Etats-Unis. 


10. VE. 1949. Sierpinski, W. Compte-rendu de mon voyage 
scientifique aux Indes. 
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SECTION DE WROCŁAW |) 
28. IX. 1948. Cech, KE. Sur les courbes de Bertrand. 
22. X. 1948. Hartman, S. Sur quelques suites singulières. 


22. X. 1948. Ingarden, R. Sur une application physique du 
théorème inverse au théorème de Apollonius. 


29. X. 1948. Spencer, J. Measuring of sun distance. 


29. X. 1948. Kuratowski, K. Sur l’espace des transforma- 
tions homéomorphes. 


5. XI. 1948. Warmus, M. Evaluation des corrections dans 
les calculs des champs des domaines plans à l’aide Wun réseau 
rhomboidal. 


5. XI. 1948. Mikusinski, J. Une nouvelle fondation du cal- 
cul de Heaviside a. 


19. XI. 1948. Nosarzewska, M. Sur la convergence uniforme 
dans quelques classes des fonctions. 


26. XI. 1948. Sierpinski, W. Sur une définition des espaces 
complets. 


26. XI. 1948. Sierpiński, W. Sur un probleme de M. Mo- 
slowski. 


3. XLI. 1945. Steinhaus, H. Remarques sur le contréla par-ci 
par-là des produits cn masse. 


10. XII. 1945. Mikusinski, J. Sur la notion Cun espace 
complet pour les espaces (L) de M. Fréchet. 


14. 1. 1949. Steinhaus, H. Sur les suites accidentales. 


14. 1. 1949. Greniewski, H. Sur quelques systèmes des 
phrases. 


w Les résumés et les notices bibbographiques concernant les comunu- 
nications présentées pendant les séances de la Section de Wrocław vont 
paraître dans le Colloquium Mathematicum II. 
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21. 1.1919. Cech, E. Sur la notion de la tangente. 


4.11. 1949. RKrzyżański, M. Sur les problèmes aux limites 
pour les équations du type elliptique dans les domaines non 
bornes. 


4. TI. 1949. Mikusinski, J. Sur ane équation fonctionnelle. 


11. JI. 1949. Wilkowski, A. Sur Veraluation des modules 
de racines dune équation du degré n. 


18. LI. 1949. Steinhaus, EL. Sur la convergence statistique 
de suites des nombres et sur la convergence asymptotique de suites 
des fonctions. 


15. II. 1949. Marczewski, 1. Sur le théorème de M. Ty- 
chonoff. | 


4. III. 1949. Ryll-Nardzewski, Cz. Sur les fonctionnelles 
linéaires dans les espaces du type (By). 


11. LIL. 1949. Banachiewicz, T. Quelques operations cra- 
coviennes. 


18. III. 1949. Wazewski, T. Une methode algorithmique dans 
la théorie des équations différentielles. 


LS. LLI. 1949. Sikorski, R. Sur la théorie des corps de Boole. 


25. LIL. 1949. Marczewski, L. Un critère pour Vadditivité 
dénombrable de lu mesure. 


25. LEI. 1949. Los, J. Sur le prolongement de la mesure. 


29, IIL. 1949. Cech, E. Les polyèdres dans l’enseignement 
dans les universites. 


29. LiL. 1949. Słebodziński, W. Quelques remarques sur le 
„programme d hrlangen” de F. Klein. 


1. IV. 1940. Warmus, M. Sur la calculation des champs des 
domaines plans à l’aide des réseuux étant les images affiniques 
d'un réseau quadralique. 
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D. IV. 1949. Intrator, J. Sur une decomposition Pun. nom- 
bre naturel en somme de n nombres naturels. 


5. IV. 1949. Hartman, S. Sur approximation des nombres 
naturels pur les nombres rationnels satisfaisant à certaines con- 
ditions supplementaires. 


D. IV. 1949. Hartman, S. Une remarque sur la convergence 
asymptotique. 


8. IV. 1949. Wolibner, W. Sur un mouvement plan Wun 
fluide incompressible gluant. 


6. V. 1949. Kulczyński, X. Sur la notion de la probabilité. 


10. V. 1949. Slupecki, J. Sur une définition de la proba- 
bilité finie. 


13. V. 1949. Zięba, A. Un théorème sur la théorie de la 
poursuite. 


13. V. 1949. Mikusinski, J. Sw les fondements du calcul des 
operatcurs. 


16. V. 1949. Infeld, L. Les problèmes de la cosmogonie 
moderne. 


20. V. 1949. Obalski, J. Les fondements mathématiques Vac- 
tion des instruments pour mesurer les champs. 


27. V. 1949. Jaskowski, S. Sur la théorie mathématique des 
ornements. 


27. V. 1949. Jaskowski, N. Sur importance des fondements 
dans l’enseignement des mathématiques. 


3. VI. 1949. Szarski, J. L'application des inégalités différen- 
tielles dans la théorie des équations différentielles. 


1. VI. 1949. Perkal, J. Sur certaines corrélations. 


10. VI. 1949. Vyčichlo, F. Sur le développement de la gćo- 
métrie dans la Tchecoslovaqute. 
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14. VE. 1919. Slupecki, J. Sur les alyebres completes. 


14. VI. 1949. Marczewski, E. Quelques remarques sur le 
principe Wabstraction. 


14. VI. 1949. Marczewski, EK. Les impressions du séjour 
à Prague et a Brno. 


21. V1. 1949. Los, J. Sur Vadditivité dénombrable de la me- 
sure dans les corps de Boote. 


21. VI. 1949. Warmus, M. Sur le calcul des champs a l’aide 
de réseaux composés des parallelogrammes. 


CHRONIQUE ET PUBLICATIONS 


LES CONGRES DES MATHEMATICIENS POLONAIS 


Du 20 an 23 septembre 1948 a eu lieu à Varsovie le VI Con- 
grès Polonais de Mathématique, lié avec le jubilé du professeur 
Waclaw Sierpinski. Le compte rendu du Congrès va paraître 
comme supplément aux Annales de la Soc. Pol. de Math. 
Le compte rendu du jubilé complété de la liste des publica- 
tions du prof. W. Sierpiński a paru comme supplément au 
volume 21 de ces Annales, dédié au prof. Waclaw Sierpinski. 

Le 23 septembre 1948 a eu lieu a Varsovie l’Assemblée 
Générale biennale de la Société. L’Assemblée Générale de la 
Societé a élu le nouveau Bureau Central (voir p. 273). 

Du 28 aott au 3 septembre 1949 délibérait a Prague le 
VII Congrès Polonais de Mathématique en commun avec łe 
IIL Congrès des Mathématicicns de Tchécoslovaquie. Ce double 
Congrès a réuni environ 120 participants, a savoir 50 mathć- 
maticiens polonais, 60 mathématiciens tchécoslovaques, 6 ma- 
thématiciens hongrois et 1 mathématicien français. On a pro- 
noneé 13 conférences plénières et plus de 110 communications 
au cours des séances des 5 sections. A savoir 16 communica- 
tions au cours des séances de la section L (Fondements des 
Mathématiques), 12 communications — section 2 (Algèbre et 
Théorie des Nombres), 26 communications — section 3 (Ana- 
lyse Mathématique), 29 communications — section 4 (Gćome- 
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trie}, 26 communications — section 5 (Mathématiques Appli- 
qućes). 

La Société des Mathématiciens Tchécoslovaques (Jednota 
Československých Matematiku a Fyzyku) s’est chargée de 
publier le compte rendu du Congres. 


LES CHANGEMENTS PERSONNELS AUX CHAIRES DES 
MATHÉMATIQUES DANS LES ÉCOLES SUPÉRIEURES POLONAISES 


Dr Zygmunt Charzynski a été nommé suppléant de pro- 
fesseur des mathématiques à l’École Polytechnique de Łódź. 

Doc. Dr Jacek Szarski a été nommé suppléant de pro- 
fesseur des mathématiques à l’Université de Cracovie. 


HABILITATIONS 


L'Académie des Mines à Cracovie. Dr Wlodzimierz Wrona. 
Dissertation: O mulriwektorach w przestrzeni Riemanna. Ce tra- 
vail a paru dans les Proceedings Koninklijke Nederladsche 
Akademie van Wetenschappen, 51 (Nr 10) (1948), sous le titre: 
On multivectors in a Va — I and II. 

Université de Marie Curie-Sktodowska a Lublin. Dr Adam 
Bielecki. Dissertation: O pewnych warunkach koniecznych i do- 
statecznych jednotliwości układu całek równań różniczkowych i ró- 
wnań paratyngensowych (Sur certaines conditions nécessaires et 
suffisantes pour Vunicité des solutions des systèmes d'équations 
différentielles ordinaires et des Equations au paratingent). Anna- 
les Universitatis Mariae Curie-Sklodowska, vol. II, 2 (1948), 
Sectio A, p. 48—106. 


THESES DE DOCTORAT 


L'Université de Cracovie: 

Zofia Szmydtówna. O całkach pierwszych równań. różnicz- 
kowych (à paraître dans les Annales de la Soc. Pol. de Math. 
sous le titre: Sur les intégrales premières de Véquation y = f(x,y). 

Roman Leitner. Sur les transformations canoniques. Aca- 
démie Pol. des Se. et des Let. Comptes Rendus Mensuels de 
la Classe des Sciences Mathématiques et Naturelles, Cracovie 
1948, N 1—2. 
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L’ Universite de Lublin. 

Czesław Ryll-Nardzewski. Teoria dystrybucji w prze- 
strzeni By (La théorie de la distribution dans un espace du type Bo) 
(a paraitre dans les Studia Mathematica). 

L'Université de Varsovie. 

Roman Sikorski. Nteshończenie addytywne ciała Boole'a. 
Les résultats se trouvent dans les mómoires: A theorem on 
extension of homomorphisms, Annales de la Soc. Pol. de Math. 
21 (1948), p. 332—385, On the representation of Boolean alge- 
bras as fields of sets, Fund. Math. 35 (1948), p. 247—256, On 
the inducing of homomorphisms by mappings, Fund. Math. 36 
(1949), p. 7—22, The integral on a Boolean algebra, Coll. Math. 2 
(1949), On a generalization of theorems of Banach and Cantor- 
Bernstein, Coll. Math. I (1948), p. 140—144. 

L'Université de Wrocław. 

Jerzy Łoś. O matrycach logicznych (Sur les matrices logiques), 
(4 paraitre dans les Comptes Rendus de la Soc. des Se. et des 
Lettres de Wrocław). 

Maria Nosarzewska. O 2bieïnosei jednostajnej w pewnych 
klasach funkeji (Sur la convergence uniforme dans quelques 
classes des fonclions) (à paraître dans les Fundamenta Ma- 
thematicae). 


L' INSTITUT MATHEMATIQUE DE L’ETAT 


Par Pordonnance du Président du Conseil des Ministres du 
4 décembre 1948 fut fondé l’Institut Mathématique de 
l'État (Państwowy Instytut Matematyczny) subordonné 
au Ministre de instruction publique. 

L'Institut Mathématique de PEtat constitue une organi- 
sation centrale des recherches scientifiques dans le domaine 
des mathématiques et de leurs applications, conformément aux 
croissants besoins scientifiques et ceux de l'État. 

La Direction de l’Institut compte + membres: Directeur 
en Chef M. K. Kuratowski, vice-Directeur M. S. Mazur, 
Secrétaire Général M. K. Borsuk, vice-Secrétaire Général 
M. H. Greniewski. 

L'Institut contient trois Sections: Section Théorique, Sec- 
tion des Applications, sous la direction de M. H. Steinhaus 
et Section des Publications, sous la direction de M. B. Knaster. 
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La tache principale de Ja Section Théorique est d'organiser 
les recherches dans le domaine des mathématiques pures. Cette 
section contient 8 groupes suivants: 

1. Fondements des mathémaliques, sous la direction de M. A. 
Mostowski. 

2. Topologie, sous la direction de M. K. borsuk. 

3. Analyse fonctionnelle, sous la direction de M.S. Mazur. 

4. Fonctions réelles, sous la direction de M. B. Marczewski. 
5. Fonctions analytiques, sous la direction de M. F. Leja. 

6. Equations différentielles, sous la direction de M. F. Wa- 
Zewski. 

T. Géométrie différentielle, sous la direction de M. 5. Golab. 

S. Problemes mathématiques de la physique, sous la direction 
de MM. W. Pogorzelski et W. Rubinowicz. 

La tâche principale de la Section des Applications consiste 
en recherches dans le domaine des mathématiques appliquées, 
ainsi qu’en exécution des commandes concernant les applica- 
tions pratiques des mathématiques aux besoins de Péconomie 
réglée, statistique. production industrielle et agricole, assurance 
sociale, et défense nationale. La Section des Applications con- 
tient les groupes suivants: 

1. Général, sous la direction de M. H. Steinhaus. 

>. Applications techniques, sous la direction de M. J. G. 
Mikusiński. 

3. Appareils mathématiques, sous la direction de M. H. 
Greniewski. 

4. Actuaire, sous la direction de M. A. Grużewski. 

5. Géométrie appliquée, sous la direction de M. E. Otto. 

La tâche principale de la Section des Publications est lor- 
ganisation rationnelle de l'activité publicitaire dans le domaine 
des mathématiques. 

L'Institut a pour siège Varsovie et son activité s'étend 
sur le territoire de la Pologne toute entière. 

A Varsovie se trouvent la Direction de l’Institut, ainsi que 
les groupes suivants de la Section Théorique: le Groupe des 
Fondements des mathématiques, le Groupe de la Topologie, 
le Groupe de l'Analyse fonctionnelle, et celui des Problèmes 
mathématiques de la physique. 


304 CHRONIQUE ET PUBLICATIONS (XXXIT) 


De la Section des Applications: Le Groupe des appareils, 
le Groupe actuaire, et celui de la Géométrie appliquée. 

A Wrocław se trouvent: de la Section Théorique — le 
Groupe des fonctions réelles, de la Section des Applications — 
le Groupe Général et le Groupe des applications techniques 
et la Section des Publications toute entière. 

A Cracovie se trouvent: le Groupe des Fonctions analy- 
tiques, le Groupe des Equations différentielles et celui de la 
Géométrie différentielle. Tous ces groupes appartiennent à la 
Section Théorique. 

L'Institut Mathématique de l'État compte actuellement 
28 membres, 31 assistants et adjoints, 7 fonctionnaires scien- 
tifico-techniques et 5 employés. 


RELATIONS SCIENTIFIQUES ENTRE LES MATHÉMATICIENS 
POLONAIS ET ÉTRANGERS 


Collaboration avec les mathématiciens 
tchécoslovaques 


A la suite des conférences, qui ont eu lieu entre les ma- 
thématiciens polonais et tchécoslovaques un vaste progranime 
d’une collaboration systématique a été fixé. Il s’agit en pre- 
mier lieu de la ccllaboration entre l’Institut Mathématique 
de l’État polonais et l’institut Mathématique de l’Académie 
des Sciences ot des Arts à Prague. 

Dans łe cadre de cette collaboration on a decidć d’échanger 
systématiquement des professeurs et des boursiers entre la Po- 
logne et la Tchécoslovaquie. 

Désormais les Congrés des mathématiciens de deux pays 
seront convoqués en commun. Pour la premiere fois le VII Con- 
gres des mathématiciens polonais ct le III Congrès des Ma- 
thématiciens de Tchécoslovaquie ont eu lieu à Prague du 
28 août jusqu’au 4 septembre 1949. 


Convention bilatérale avec la Société American 
Mathematical Society 


Une convention bilatérale, concernant l’admission des mem- 
bres fut conclue entre la Société Polonaise de Mathématique 
et la Société American Mathematical Society. Conformément 
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a cette convention tout membre de la Société Pol. de Math. 
peut devenir membre de la Société Américaine de Math. et 
tout membre de la Société Américaine de Math. peut devenir 
membre de la Société Pol. de Math. 

Les membres de la Soc. Pol. de Math. qui ont l’intention 
de devenir membres de la Société Américaine de Math. annon- 
cent leur entrée par l’entremise du Bureau Central de la Soc. 
Pol. de Math.; ils paient une cotisation de 5 dollars par an, 
recevant gratuitement le Bulletin of the Amer. Math. Society 
et ont le droit d’obtenir le Mathematical Reviews, avec une 
remise de 50%, et toutes les autres publications de la Société 
Américaine de Math. avec une remise de 25%. (Transactions 
of the Amer. Math. Society, Colloquium Series, Mathematical 
Surveys, Semicentennial Publications). 

Les membres de la Société Amóricaine de Math. qui sont 
devenus membres de la Soc. Pol. de Math. paient une coti- 
sation de 3 dollars par an, recevant gratuitement les Annales 
de la Soc. Pol. de Math. et une réduction du prix des publi- 
cations polonaises. 


Mathématiciens Polonais à l'Étranger 


Prof. Waclaw Sierpinski, invité par l’Université de Luck- 
now (Indes) a donné 12 conférences à la Faculté des Sciences 
de cette Université en janvier et février du 1949. 

En septembre 1949 M. W. Sierpiński a pris part à PAs- 
semblée générale du Conseil International des Unions Scienti- 
fiques qui a eu licu à Copenhague, comme délégué de l’Aca- 
démie Polonaise des Sciences et des Lettres. 

Prof. Bronisław Knaster, invité par l’Université de Char- 
les IV à Prague, y a donné deux conférences. Pendant son 
séjour à Prague à l’occasion du Congrès de Mathématique 
prof. B. Knaster a prononcé une conférence sur l’organisation 
des imprimeries scientifiques en Pologne. 

Prof. Kazimierz Kuratowski, invité par le [Institute for 
Advanced Study à Princeton, en caractère de membre pour 
le premier semestre de l’année 1948/49, et par la Société Ame- 
rican Mathématical Society en caractère de visiting lecturer, 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXII. 90 
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a prononcé, dans la période 14. XII 1948 — 14. IV. 1949, 
54 conférences dans les universités et institutions suivantes: 

Institute for Advanced Study, Princeton, N. J., Columbia 
Univ., New York; Swarthmore College, Philadelphia; Pensyl- 
vahia Univ., Philadelphia; Rutgers College, New Brunswick; 
Harvard Univ., Cambridge, Mass; Brown Uniw., Providence; 
Yale Univ., New Haven; Princeton Univ.; Haverford College, 
Pa; Univ. of Syracuse; Cornell Univ., Ithaca, N. Y.; Univ. of 
Rochester, N. Y.; Ohio State Univ., Columbus; Michigan Univ., 
Ann Arbor; Univ. of Wisconsin, Madison; Univ. of Chicago; 
Univ. of Notre Dame, Ind.; Purdue Univ., Lafayette, Ind.; 
Univ. of lllinois, Urbana; Univ. of Jowa; Iowa State College, 
Ames; Univ. of Missouri, Columbia; Univ. of Kansas, La- 
wrence; Univ. of Nebraska, Lincoln; Univ. of Washington. 
Seattle; Reed College, Portland, Oregon; Univ. of California, 
Berkeley; Standford Univ., Palo Alto, Calif.; Univ. of Cali- 
fornia at Los Angeles; California Institute of Technology, Pa- 
sadena; Univ. of Texas, Austin; Tulane Univ., New Orleans; 
Univ. of Georgia, Athens; Univ. of Virginia, Charlottesville; 
Univ. of North Carolina, Chapel Hill; N. Carolina State College, 
Raleigh; Univ. of Tennessee, Knoxville. 

Pendant son séjour a Prague à l’occasion du Congrès ma- 
thématique prof. K. Kuratowski a prononcé une conférence 
sur l’organisation des recherches mathématiques en Pologne. 

Prof. Edward Marczewski, invité par l’Institut Mathe- 
matique de l’Académie des Sciences et des Arts à Prague, 
a prononcé au mois de mai 1949 des conférences sur la théorie 
de la mesure et l’algèbre de Boole. En outre il a eu des cours 
à l'Université de Charles IV à Prague. 

Prof. Stanislaw Mazur, invité à Bratislava, a prononcé 
une conférence sur l’organisation des études mathématiques 
en Pologne. 

Prof. Andrzej Mostowski, invité par le Institute for Ad- 
vanced Study à Princeton, en caractère de membre pour 
l’année académique 1948/49, a passé 6 mois aux Etats Unis 
et a donné pendant son séjour 12 conférences sur divers pro- 
blèmes de la logique mathématique aux Universités de Prin- 
ceton, Columbia (New York), Chicago, Madison, Seattle, Ber- 
keley et Los Angeles. 
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Prof. Hugo Steinhaus, invité en semptembre 1949 par 
l’Université de Brno, a donné une conférence sur quelques 
problèmes des mathématiques appliquées (dendrométrie, no- 
tion de la longueur, stature, et poids des enfants). 

Prof. Stefan Straszewicz, invité à Bratislava, a pro- 
noncé une conférence sur l’organisation des études techniques 
en Pologne. 

Dr Roman Sikorski a séjourné à Zurich (juillet 1948 — 
septembre 1949) dans le but scientifique, en qualité de bour- 
sier du Gouvernement Polonais. 

Mgr Krzysztof Tatarkiewicz a séjourné à Paris (mars 
1948 — mars 1949) dans le but scientifique, en qualité de bour- 
sier du Gouvernement Frangais. 


Mathématiciens Etrangers en Pologne 


Prof. P. Alexandroff de Moscou a pris part au VI Con- 
gres des Mathématiciens Polonais a Varsovie et au Jubilé du 
prof. W. Sierpinski (septembre 1948). 

Prof. G. Alexits de Budapest a pris part au VI Congres 
des Mathématiciens Polonais a Varsovie et au Jubilé du prof. 
W. Sierpinski (septembre 1948). 

Prof. B. Bydzowski, recteur de l’Université de Charles IV 
a Prague a été promu le 24 septembre 1948 docteur honoris 
causa de l’Université de Varsovie. Pendant son séjour a Var- 
sovie il a pris part au VI Congres des Mathématiciens Polonais 
et au Jubilé de M. W. Sierpinski. 

Prof. E. Cech de Prague a séjourné trois fois en Pologne 
(en septembre 1948, en janvier 1949, en mars 1949). Il a pris 
part au VI Congrés des Mathématiciens Polonais a Varsovie 
et au Jubilé du Prof. W. Sierpinski. En outre il a eu 4 con- 
férences aux séances de la Société Pol. de Math. a Varsovie 
et a Wrocław et il a pris part à deux séances avec le Bureau 
Central de la Société Pol. de Math. au sujet de la collabora- 
tion scientifique entre les mathématiciens polonais et tcheco- 
slovaques. 

Prof. M. Fréchet de Paris a pris part au 75-anniversaire 
de l’Académie Polonaise des Sciences et des Lettres. 

20* 
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Prof. V. Jarnik de Prague a pris part au VI Congres des 
Mathématiciens Polonais à Varsovie et au Jubilé du pref. W. 
Sierpiński (septembre 1948). En outre il a passé quelques 
jours à Wrocław, où il a fait une communication a la Section 
de Wroclaw de la Société Pol. de Math. (28 septembre 1948). 

Prof. À. Kolmogoroff de Moscou a pris part au VI Con- 
grès des Mathématiciens Polonais à Varsovie ct au Jubilé du 
prof. W. Sierpinski (septembre 1948). 

Prof. Y. Kofinek de Prague a pris part au VI Congres 
des Mathématiciens Polonais à Varsovie et au Jubilé du prof. 
W. Sierpinski (septembre 1948). 

Prof. K. Mardjalichevili de Moscou a pris part au VI Con- 
grès des Mathéinaticiens Polonais à Varsovie et au Jubilé du 
Prof. W. Sierpinski (septembre 1948). 

Prof. S. Stoilow de Bucarest a pris part au VI Congrès 
des Mathématiciens Polonais a Varsovie et au Jubile du prof 
W. Sierpiński (septembre 1948). 

Prof. F. Vyćichlo de Prague a visitć Varsovie et Wrocław 
(en juin 1919); il a donné une conférence à la séance de la 
Société Pol. de Math. a Wrocław (10. VI. 1949). 


PRIX ET DISTINCTIONS SCIENTIFIQUES 


Prof. W. Sierpinski a été promu (le 27 novembre 1948) 
docteur honoris causa de l’Université et de l’École Polytech- 
nique de Wroclaw, et (le 28 janvier 1949) docteur honortsc ausa 
de l’Université de Lucknow (Indes). 

La Société des Sciences et des Lettres de Varsovie a elu 
prof. S. Mazur membre actif. 

L'Académie Polonaise des Sciences et des Lettres a Cra- 
covie a élu prof. T. Wazewski membre correspondant. 

Parmi les lauréats des Prix de l’État accordés le 22 juillet 
1949 pour les travaux dans le domaine des sciences, de la 
technique et de l’organisation du travail, se trouvent 4 ma- 
thématiciens, à savoir: Le prix du I dégré a été décerné à M. 
W. Sierpinski et les prix du IT dégré aux MM.: K. Borsuk, 
K. Kuratowski et S. Mazur. 

La Société des Sciences et des Lettres de Varsovie a accordé 
le prix scientifique annuel (pour Van 1948) dans le domaine 
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des sciences mathématiques et physiques au prof. K. Kura- 
towski pour le livre Topologie I. 

Les prix scientifiques annuels, fondés grace a une subven- 
tion accordée par le Ministère de l'Instruction Publique pour 
les meilleurs travaux mathématiques publiés par les membres 
de la Société au cours de deux années précédantes ont été 
accordés pour la quatrième fois, le 24 juin 1949 à M. S. Mazur 
(le prix de Banach, pour le travail commun avec M. W. Or- 
licz) Sur les espaces metriques lineaires (I), Studia Math. 10 
(1948), p. 184—208; a M. A. Mostowski (le prix de Mazur- 
kiewicz, pour le travail On definable sets of positive integrals, 
Fund. Math. 34 (1947) p. 81—112) et à M. Z. Zahorski (le 
prix de Zaremba, pour le travail Sur l’ensemble des points 
singuliers d’une fonction d’une variable réelle admettant les derivées 
de tous les ordres, Fund. Math. 34 (1947), p. 183—245). 


LIVRES ET PÉRIODIQUES PARUS 


Annales de la Société Polonaise de Mathématique, vol. XXI, 
dédié à M. Wactaw Sierpinski à l’occasion de son Jubilé. 
Fascicule l, Kraków 1948, Instytut Matematyczny U. J., 
p. 160, contient 20 notes de 19 auteurs et la photographie 
de M. W. Sierpinski. 

Fascicule II, Kraków 1949, Instytut Matematyczny U. J., 
p. 161—360, contient 19 notes de 20 auteurs et les Comptes- 
rendus de la Société Polonaise de Mathématique pour la pé- 
riode 1. II. 1948 — 30. VI. 1948. 

Bulletin International de l’Académie Polonaise des Sciences 
el des Lettres, Classe des Sciences Mathématiques et Naturelles, 
Série A; Sciences Mathématiques. Année 1940—1946, Kraków 
1948, p. 160. Parmi 12 articles contenus dans ce volume il 
y a 2 notes de deux auteurs concernant les mathématiques. 
Année 1949, N° 1—4 A, p. 89. Parmi li articles contenus dans 
ce N° il y a 3 notes de deux auteurs concernant les mathé- 
matiques. 

Colloqium Mathematicum, vol. I, Fascicule 3 (Wrocław 1948, 
Gmach Politechniki, p. 193—272) contient 13 notes de 13 au- 
teurs, une liste contenant 15 problemes, comptes-rendus des 
sćances de la Section de Wrocław de la Société Pol. de Math. 
et une chronique. Fascicule + (Wroclaw 1949, Gmach Poli- 
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techniki, p. 273—358) contient 8 notes de 9 auteurs et une 
analyse de l’oeuvre scientifique de W. Niklibore (avec une 
liste de ses publications) écrite par W. Ślebodziński. Ce Fa- 
scicule contient en outre une liste contenant 10 problémes, les 
réponses a 4 problèmes posés dans les fascicules précédents, 
comptes rendus des séances de la Section de Wroclaw de la 
Société Pol. de Math. et une chronique. 

Comptes Rendus des Séances de la Société des Sciences et des 
Letires de Varsovie, vol. 40, 1948 (classe ITI), p. 122, Warszawa 
1948, Imprimeur-Editeur Towarzystwo Naukowe Warszawskie. 
Parmi les 16 articles que contient le volume, 10 notes de 6 au- 
teurs sont consacrés aux mathématiques. 

Fundamenta Mathematicae, vol. 35 (Warszawa 1948, Semi- 
narium Matematyczne U. W., ul. Hoża 69, p. 304), contient 
27 travaux de 19 auteurs. 

Matematyka, l’année 1 (1948), fascicule 2 et l’année 2 (1949) 
fascicules 1, 2, 3, 4, Warszawa 1948 et 1949, Panstwowe Za- 
kłady Wydawnictw Szkolnych (en polonais). Chaque fascicule 
compte 64 p. et contient une partie scientifique, une partie 
historique, une partie didactique, une chronique, des analyses, 
une bibliographie ainsi qu’une collection de problémes. 

Prace Matematyczno-Fizyczne, vol. XLVII, p. XII+141, 
Warszawa 1949, Imprimeur-Editeur Towarzystwo Naukowe 
Warszawskie. Ce volume contient 10 travaux de 9 auteurs, 
ainsi qu’une biographie et l’analyse de Poeuvre scientifique 
de S. Dickstein, écrite par M. A. Mostowski. 

Studia Mathematica, vol. X (Wroclaw 1948, p. 220), con- 
tient 17 travaux de 12 auteurs. 

Jubileusz 40-lecia Działalności na Katedrze Uniwersyteckiej 
Profesora Wacława Sierpińskiego, p. 93, Edition du Comité 
du Jubilć, (comme supplément au vol. XXI des Annales de 
la Soc. Pol. de Math.), Warszawa 1949, sous la rédaction de 
M. K. Zarankiewicz. Contient le compte rendu du jubile 
du professeur Wacław Sierpiński, sa biographie, lanalyse 
de son oeuvre scientifique écrite par M. E. Marczewski 
et la liste de ses travaux scientifiques, contenant 15 mono- 
graphies et manuels et 512 travaux publiés dans les jour- 
naux scientifiques. 
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Krysicki WI. et Włodarski L. Zadania z analizy mate- 
matycznej II. Rachunek całkowy. Równania różniczkowe, p. 350 
(litographić). Komisja Wydawnicza Bratniej Pomocy Studentów 
Politechniki Łódzkiej, Łódź 1948. 

Leja F. Rachunek różniczkowy i całkowy ze wstępem do rów- 
nań różniczkowych, p. IV+426. Edition Il complétée. Pań- 
stwowe Zakłady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa 1949. 

Nikodym O. Równania różniczkowe, p. 198. Księgarnia 
Akademicka, Poznań 1949. 

Pogorzelski, W. Zarys Rachunku Prawdopodobieństwa 
à Teorii Błędów, p. 96. Komisja Wydawnicza Tow. Bratniej 
Pomocy Studentów Politechniki Warszawskiej, Warszawa 
1948, Nr 11. 

Pogorzelski, W. Wyznaceniki à Rownania Liniowe, p. 61. 
Komisja Wydawnicza Tow. Bratniej Pomocy Studentów Poli- 
techniki Warszawskiej, Warszawa 1948, Nr 40. 

Turowicz O.S. B. Teoria wyznaczników à macierzy, p. XLI + 
+208 (litographić). Kolko Matematyezno-Fizyezne U. U. J. 
Kraków 1949. 


ANALYSES 


Kazimierz Kuratowski. Wykłady rachunku różniczkowego 
i całkowego [Leçons sur le calcul différential et intégral). Część I. 
Funkcje jednej zmiennej. Monografie Matematyczne, t. XV, 
Spółdzielnia Wydawnicza „Czytelnik, Warszawa 1948, p. 231. 


Voici le contenu de cet ouvrage: I. Suites et séries. Introduction, suites 
infinies, séries infinies. II. Fonctions. Fonctions et leurs limites, fonctions 
continues, suites et séries de fonctions. III. Calcul différentiel d'une variable. 
Dérivées du 12° ordre, dérivées d'ordre supérieur. IV. Calcul integral d’une 
variable. Intégrales indéfinies, intégrales définies, intégrales généralisées 
et leurs relations avec les séries infinies. 

Dans cette premiere partie d'un cours du calcul différentiel et du cal- 
cul intégral destiné aux étudiants de la 1ère année M. Kuratowski traite 
des fonctions d’une seule variable. La deuxième partie (qui doit paraitre 
prochainement) sera consacrée aux fonctions de plusieurs variables. Il y a lieu 
de remarquer que dans la presque totalité des manuels d'analyse la pre- 
miere partie du cours est consacrée au calcul différentiel et la deuxième 
au calcul intégral. La division du programme adoptée par M. Kuratowski 
me parait cependant plus convenable au point de vue pédagogique, elle 
est d’ailleurs conforme au nouveau programme des études aux Facultés 
des Sciences en Pologne, programme adopté récemment par le Conseil 
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Supérieur des Hautes Études (Rada Główna Szkół Wyższych). En général 
le livre de M. Kuratowski contient presque tout le programme de la 
première partie d’analyse élaboré par ledit Conseil. 

La théorie des nombres réels n’est qu’esquissée au début du livre, mais 
dans la suite de l'ouvrage tous les énoncés sont pourvus des démonstra- 
tions détaillées, qualité particulièrement précieuse, car il est parfois bien 
difficile a un jeune étudiant de reconstruire une démonstration trop con- 
cise. Les démonstrations sont exposées d’une façon intéressante et dans 
un style parfait, souvent elles sont mêmes particulièrement élégantes, en 
se bornant à un seul exemple on peut citer une démonstratiou remarquable 
de la formule de Taylor. Les astérisques marquant les passages que l’on 
peut omettre sans inconvénient dans une première lecture, facilitent l'étude 
de l’ouvrage. 

Le livre contient un très grand nombre d'exemples et plus d'une cer- 
taine d'exercices importants, les exercices plus difficiles sont accompagnés 
(indications destinées A faciliter leurs résolutions, Il contient aussi des 
sujets qui intéressent particulièrement les physiciens comine les séries de 
Fourier, la formule de Stirling, la fonction gamma etc. On y trouve 
enfin quelques sujets omis dans la plupart des cours du calcul infinité- 
simal, par exemple les critères de convergence des séries numériques de 
Kummer et d Abel, le célèbre théorème sur les séries de puissances de 
ce dernier auteur, la deuxième formule de la inoyenne du calcul intégral 
avec une belle application à l'intégrale de Dirichlet, le calcul numérique 


sin z 
de l'intégrale de probabilité (de Poisson) et de l'intégrale | = dt, 
0 
la décomposition de sina en produit de facteurs simples. Par contre l’au- 
teur a heurcusement supprimé certains sujets qui alourdiraient inutile- 
ment le texte, c'est ainsi qu'il n'expose la décomposition d’une fraction 
rationnelle en fractions simples que sur quelques exemples. 

Le cours de M. Kuratowski contient plusieurs idées didactiques 
nouvelles. Ainsi l’auteur modifie en les simplifiant la définitiou de la cou- 
pure de Dedekind et le critère nécessaire et suffisant de la convergence 
des suites de Cauchy. L'introduction des fonctions „linéaires dans les 
intervalles" (il résulte de leur définition et de l’univocité qu’elles sont 
continues, il serait peut-être indiqué de le dire explicitement) permet de 
démontrer bien simplement le théorème d’après lequel toute fonction 
continue est la dérivée d’une autre fonction. 

En résumé le livre de M. Kuratowski doit être chaleureusement 
recommandé à tous ceux qui étudient soit les mathématiques soit leurs 


applications. M. Biernacki 


Franciszek Leja. Rachunek różniczkowy t całkowy ze wstę- 
pem do równań różniczkowych (Calcul différentiel et integral avec 
une introduction aux équations différentielles), deuxième édition 
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augmentée, 1949, IV+426, 121 fig., Warszawa, Państwowe 
Zakłady Wydawnictw Szkolnych. 


En relation avec la rćforme des études aux facultés des sciences, qui 
vient d’être accomplie en Pologne, le besoin de bons et accessibles ma- 
nuels conformes aux nouvelles exigences se manifeste. Le calcul diffé- 
rentiel et integral de F. Leja dont l'édition précédente se trouvait épuisée 
aussitôt après l’apparition, satisfait bien à ces conditions. L'ouvrage en 
question contient à peu près tout ce que renferme le nouveau programme 
de la premiere partie du cours d'analyse mathématique et on peut aussi 
prévoir que cet ouvrage sera encore conforme au progranune de la seconde 
partie du cours. | 

Le livre est écrit d’une manière très concise et parfois même trop ser- 
ree, en particulier pour le lecteur peu habile. Cependant, c'est justement 
l’économie des mots et la brièveté des définitions et des démonstrations 
qui rendent l’ouvrage plus accessible et permettent d’exposer dans un 
petit nombre de pages un très grand nombre de faits. L’exposition rigou- 
reuse, elćgante et claire ne suppose, pour être comprise, que très peu de 
connaissances mathématiques. L'auteur s’est gardé de surcharger le lecteur. 
C’est pourquoi les démonstrations de certains théorèmes énoncés dans les 
premiers chapitres ne sont exposées que beaucoup plus tard. Les notions 
plus délicates sont introduites avec précaution. Les difficultés augmentent 
graduellement. Les nombreux exemples, les applications géométriques et 
physiques intéressantes et plus de deux cents exercices pourvus de solu- 
tions facilitent l’étude du livre. On pourrait cependant regretter que Pau- 
teur a supprimé quelques démonstrations importantes. Le cours contient 
des théorèmes et des notions qui ne sont pas d'habitude exposés dans des 
ouvrages de ce genre. On y trouve par exemple les éléments de la théorie 
de la mesure et de l'intégrale de Lebesque, l'intégrale de Stieltjes, 
le théorème de Fejér concernant des séries trigonométriques et même 
une condition nécessaire et suffisante pour qu’une série de polynômes 
homogènes de deux variables possède un domaine de convergence. I] con- 
tient aussi beaucoup de détails importants pour ceux qui étudient la phy- 


sique, la chimie et les scienc j 3 ’ 
que, s sciences techniques. Cee er eee 


Andrzej Mostowski. Logika Matematyczna (Mathematical 
Logic), kurs uniwersytecki. Monografie Matematyczne t. XVLII, 
Warszawa 1948, p. VIII + 388. 


This manual includes an outline of the following subjects: proposi- 
tional calculus, quantifier calculus, algebra of sets and relations, theory 
of identity, theory of relations, theóry of natural numbers, theory of lo- 
gical types and metamathematics (with examples of foundations of for- 
malized systems). 

A large number of didactic merits of this book is to be emphasized. 
Tlie author in a very fortunate way succeeded to reconcile the clarity 
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of exposition with a concise treatment of a very comprehensive material. 
Authors of manuals on the foundations of mathematics are not always 
free from what might be called a „sectarian spirit“, that is, they are fond 
of enlarging upon that method of eliminating antinomies pertaining to 
the notion of the set, which particularly suits them, leaving in shade or 
even passing over in silence other methods. This cannot be said of Pro- 
fessor Mostowski. Clear and impartial review of various theories of lo- 
gical types and equally clear formulation of the axiomatically constructed 
theory of sets give the book a markedly non-sectarian character. The ma- 
nual has in view above all the students of mathematics and so the author 
frequently and in a clever way shows the application of logical notions 
to various fields of mathematics. Undoubtedly one of the major obstacles 
in the study of mathematical logic and foundations of mathematics in 
general may be a difficult symbolism. The case of Frege who expressed 
a genial content in so difficult a symbolism that it incommodes not only 
university students but even specialists, will probably remain a warning 
for ever. Professor Mostowski, retaining in his symbolism the simplicity 
of Boole and of Schroder and rather avoiding, in the field of symbolism, 
the influences of Peano and Russel, in the best possible way makes the 
difficult course of study easier. Fortunate didactic ideas are: the geome- 
trical (graphical) interpretation of certain statements on relations as well 
as an original, yet concise, exposition of Aristotelean syllogistic system 
by means of notions taken from the theory of relations. A further un- 
doubtful merit of the manual are historical remarks on the development 
of certain notions (e. g., the footnote on the logic of the Stoics on p. 21, 
or the footnote on the development of the notion of function on p. 147). 
The student should be given in the manual the contemporary, and not 
an obsolete, state of science, yet he also should be prevetend from falling 
a victim of an erroneous and noxious suggestion of immutability or eter- 
nity of science. It seems that short historical remarks in the book under 
discussion are just an efficient protection against this danger. 

Like every human work, Professor Mostowski’s manual is not free 
from certain imperfections which to point out in turn is the unpleasant 
duty of the reviewer. The little „Mathematical Logic“ is too modest and 
to narrow, in the next edition it ought to be „Mathematical Logic and 
Outline of Metamathematics“ or perhaps even „An Outline of the Foun- 
dations of Mathematics". The conciseness of the book is its great merit, 
but it is to be feared that the author went too far in that respect. A slight 
enlargement of the manual should not discourage the reader, and it would 
enable him better acquaintance with certain problems. It is above all 
the propositional calculus, the geometrical interpretation of the theory 
of relations, and certain problems of the syntax that require a more com- 
prehensive treatment. As far as the propositional calculus is concerned 
more tautologies should be given (their present number seems too scanty), 
and the axiomatic constructions and the multi-valued systems of logic 
should be discussed in more detailed way. Geometrical (graphical) inter- 
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pretation should, in view of its exceptional didactic value, be used in the 
exposition of algebra and of the theory of relations not occasionally (cf. 
p. 87) but extensively and systematically. 

Of the more particular reservations I should like to mention the follo- 
wing problems. In Chapter I, Par. 1, the author speaks about deduction 
without having previously had said a word about definitioning, which 
from the didactic point of view does not seems quite fortunate. In my 
opinion didactically more advisable would be a consistently parallel treat- 
ment of the two parallel processes: definitioning and deduction, 1. e., the 
process of building a language and the process of building the theory ex- 
pressed in that language. Also in Chapter I, introduction of the notion 
of propositional function without a parallel introduction of the notion 
of nominal function (name-function) does not appear particularly fortunate. 

Summarising, a new slightly enlarged edition in a language recognized 
in mathematical circles as international seems highly advisable, since 
even considering the above-mentioned reservations Professor Mostowski’s 
manual appears unrivalled, and that on an international scale. 


Henryk Greniewski 
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ródigós en d'autres langues. 


Les tomes I—X XII contiennent 264 mémoires et notes des 
105 auteurs suivants: 


Abramowicz K., Alexiewicz A., Auerbach H., Bielecki A., Biernacki M., 
Bilimowitch A., Borel E., Borsuk K., Bouligand G., Butlewski Z., Cartan E., 
Chwistek L., Cotton F., Delsarte J., Denjoy A., Durañona y Vedia A., 
Eilenberg S., Flamant P., Fréchet M., Gambier B., Gircia G., Ghizzetti A., 
Giraud G., Glass S., Godeaux L., Gołąb S., Górski J., Hadamard J., Hart- 
man S., Herzberg J., Hildebrandt T., Hlavatý V., Hoborski A. Janet M, 
Jarník V.. Jaśkowski S., Katětov M., Kawaguchi A., Kempisty S., Kobrzyń- 
ski Z., Kołodziejczyk S., Korevaar J., Kozakiewicz W., Krzyzanski M., Kura- 
towski C., Labrousse A., Laine E.. Lebesgue H., Leja F., Lichtenstein L., 
Litwiniszyn J., Łojasiewicz S., Marcinkiewicz J., Marchaud A., Marczew- 
ski E., Mazurkiewicz S., Menger K., Mikusinski J., Montel P., Morse M, 
Mostowski A., Niklibore W., Nikodym O., Novak J., Orlicz W., Perausówna I, 
Piccard S., Picone M., Popovici C., Rosenblatt A., Le Roux J., Rudnicki J., 
Ruziewicz S., Sakellariou N., Saks S., Severi F., Sieczka F., Sierpinski W., 
Sikortki R., Ślebodziński W., Stamm E., Stone M., Stożek W., Strasze- 
wicz S., Szarski J., Szmydtówna Z. Taussky O., Todd J. Tonolo A., 
Trjitzinsky W. J., Tsortsis A. Turowicz A., Turski S, Urbański W., Vas- 
seur M., Vera F., Vitali G., Wajnsztejn D., Wazewski T., Weyssenhoff J., 
Whitehead J. H. C., Whyburn G. T., Wilkosz W., Zahorski Z., Zaremba S., 
Zaremba S. K., Zygmund A. 


Le prix de ces Annales par un tome est 5 dollars USA pour 
l'étranger. Les tomes separós et la collection des tomes II—XIX 
est en vente à l'adresse: 


Administration des Annales de la Soc. Polonaise de Mathématique 
Kraków (Pologne), ul. św. Jana 22. 


